Entwicklung von Potentialtopfmodellen
fiir die Behandlung von Molekiilen und Festkorpern

im Quantenphysikunterricht

vorgelegt dem Fachbereich 1 (Physik/Elektrotechnik der Universitit Bremen

zur Erlangung des Grades eines Doktors der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)

von
Hanna Cassens

Bremen



Inhaltsverzeichnis

1. Zielsetzung und AuSZangSIage ........c.eeeviieiriiieiiieeiieeeie ettt s I
Anwendungen im Quantenphysikunterricht..........ccccoevvieeiiieniiiinieeeeee e, 1
Chemieunterricht und Quantenphysik........c.cccoeevieriiniriiniininceeceeeeeen 2
Molekiilphysik als Anwendungsgebiet..........coccvieriieriieriienieeiierie et 5
Festkorperphysik als Anwendungsgebiet ...........c.covvveiviiiiniiiiniiiiiniiecicecee e, 8
Der Potentialtopf als Modellansatz.............ccccuveeriieeiiieeiieeceeceeeeee e 10
Z1R1E AT ATDRIL ... ettt ettt ettt ettt et sate et e e eaee e 15

2. Fachlicher und didaktischer Rahmen fiir einen anwendungsorientierten

QuantenphySTKUNTETTICHT .....oouiiiiiiiiiiiiiiece e e 17
2.1. Fachwissenschaftliche Grundlagen des Potentialtopfmodells............................ 17
2.1.1. Zur quantenmechanischen Beschreibung von gebundenen
EIEKEIONEN ...t 17
2.1.2. Potentialtopfansatz als einfache Einelektronennéherung.................... 21
2.1.3. Graphisches bzw. numerisches Losungsverfahren fiir die
SchrodingergleiChung........c..cocveriiriiiiiice e 26
2.2. Didaktische Uberlegungen auf der Grundlage von Ergebnissen aus
Untersuchungen zum Schiilervorverstandnis..........ccceecveeecieeriieenciieeniie e 30
2.2.1. Rolle des Erkldrens im Unterricht zur Quantenphysik..........cc.co.c..... 30
2.2.2. Das Vorverstiandnis beim Lernen von QM..........cccceeevieevieeecnveeenneen. 34
2.2.3. Das thematische Vorverstindnis von Schiilern zur Atomphysik-
Ergebnisse von UnterSUChUNZEN ..........ccceeveevieriiniiiiinienicienieneceeeeeeee 37
2.2.3. Konsequenzen fiir die Planung von QM-Unterricht...........ccccccueneee. 50
2.2.4. Idee fiir einen UnterichtSgang..........c.cceecvveevieeeiieeeiieeeiee e 56
3. MOLEKITLC. ...ttt et 57
3.1. Beispielhafte Darstellungen in Hochschullehrbiichern fiir Physik und
CREITIIE ...ttt ettt et st e et e st e e bt e s abeesaeesabeenaeeenne 57
3.1.1. Arten der Wechselwirkung und Moglichkeiten zu ihrer
VernachlasSiGUNG........ccccviieiiiieiiieeiee et e e e e e e 58
3.1.2 Verschiedene Ndherungsmethoden zur Beschreibung von
einfachen MoleKUlen..........cocooviriiriiiiiiiiiieeee e 62
3.1.3. Was kann die Quantenphysik bei der Erkldrung von Molekiilen
und ihren Eigenschaften leisten? ..........ccccoceviiiiniininiiniiniieeceeceeee, 82
3.2. Darstellung im Rahmen des eigenen Konzepts..........ccoeccvevveeciienieecieenieenieennen. 92
3.2.1. Zu erkldrende PhANOMENE.........cooueeeiiiiiiiiiiiiiiiceiceeete e 92
3.2.2. Grundlagen der Modellierung............ccccecvevervierienennienienenienieneens 94
3.2.3. Abschitzung der Parameter ............ccceeveerieeniienieenienie e 102
3.2.4. Darstellung der Modellierung homonuklearer zweiatomige
IMOLEKTILE ...ttt 104
3.2.5 Darstellung der Modellierung heteronuklearer Molekiile................... 111
3.3. Der Potentialtopfansatz im Vergleich mit Ansédtzen zur
chemischen Bindung aus dem Chemieunterricht...........ccccceeeveriinicncnnene. 116

=11 -



O A 1 01 015 (OSSR 123
4.1. Beispielhafte Darstellungen in Hochschullehrbiichern zur Physik und

ChEIME ) ..o 123
4.1.1. Das Modell des freien Elektronengases fiir Metalle ......................... 123
4.1.2.Elektronen in einem periodischen Potential..........cccccecevervieniinennens 127

4.2. Zwei einfache eindimensionale Potentialtopfmodelle fiir Metalle................... 136
4.2.1. zu erkldrende Phnomene............ccocceeviiniiiniiniiiniieiieeieeeee e 136
4.2.2. Erstes Modell: einfaches Rechteckpotential mit unendlich hohen
WENAEN .. 141
4.2.3. Zweites Modell: Periodisches Rechteckpotential mit endlich
hohen WANAEN ........cc.eoiiiiiiiiiiiieeee e 145
4.2.4. Erklarung von Phanomenen............ccccueeeiieeniiieeniiieeniie e 167
4.3. Vergleich mit Konzepten zur Festkorperphysik in der
didaktischen Literatur und in Schulblichern...........cccccoceeveniininiiniincnnene. 175
4.3.3. Uberlegungen zur Festkorperphysik als Teil der Quantenphysik
IM UNEEITICRE ..ot 182

LIETATUITISTE ..ottt ettt et et e e 185

-1II -



1. Zielsetzung und Ausgangslage
Der  klassische = Quantenphysikunterricht  ist im  allgemeinen = durch  seine

Grundlagenorientierung und durch Deutungsdiskussionen gekennzeichnet. Es wird viel Zeit
fiir die Grundlagen und Interpretationen verwandt. Die Quantennatur des Photons und
Elektrons wird erarbeitet und diskutiert. Die Quantenhypothese wird aber kaum fiir das Losen
von Problemen benutzt. Wie Wiesner (WIESNER 1989, S.71ff)) in seiner Analyse von
Unterrichtswerken und Konzeptionen herausstellt, sind die neueren Arbeiten zu
fachdidaktischen Fragen und Problemen der Quantenphysik durch das Bemiihen um stirkeren
Anwendungsbezug gekennzeichnet.

Ziel der Arbeit ist es, hier anzusetzen. Es sollen Anwendungen der Quantenphysik aufgezeigt
werden, die den Gebrauchswert der Quantenhypothese beim Losen von Problemen und bei
der Erklarung bestimmter Sachverhalte belegen. Der Unterricht zur Quantenphysik soll um
einen Teil bereichert werden, der in anderen Teilbereichen der Physik und anderer
Naturwissenschaften selbstverstindlich ist. Theorien und Modelle werden nicht um ihrer
selbst willen behandelt, sondern miissen sich bei Anwendungen der verschiedensten Form -
Deutung von Experimenten und Phiinomenen, Lésen von Ubungsaufgaben - bewihren. Erst in
den Anwendungen zeigt sich der Sinn und die Niitzlichkeit von Theorien und evtl.
verwendeten Modellen.

Ergebnisse von Vorverstindnisuntersuchungen werden herangezogen, um die Unzufriedenheit
der Schiiler mit der scheinbaren Beliebigkeit von Theorien und Modellansdtzen in der
Quantenphysik zu belegen (Kap. 2). Erklarungsbediirftig sind fiir Schiiler und fiir Lehrer
durchaus verschiedene Phinomene. Ob die Anwendungen quantenphysikalischer Modelle und
Theorien zur Erklarung wirklich erkldrungsbediirftiger Phinomene herangezogen werden, ist
allerdings entscheidend dafiir, ob die Quantenphysik als etwas sehr Theoretisches und
Abseitiges erlebt wird, das ohne praktische Konsequenzen bleibt oder ob die Quantenphysik
als "normales" Gebiet der Physik begriffen wird, das z.B. bei der Losung von technischen

Problemen eine Hilfe sein kann.

Anwendungen im Quantenphysikunterricht

Viele Anwendungen der Quantenphysik in der didaktischen Literatur sind dadurch
gekennzeichnet, da3 das Verhalten einzelner, isolierter Quantenobjekte untersucht wird. Sie
sind nur durch eine Laborrealitit erfahrbar, die eigens zur Realisierung des Theorieobjekts
Quant geschaffen wurde. Die Experimente dienen dem Zweck, die Quantennatur des Elektrons
bzw. Photons zu offenbaren. Vorverstindnisuntersuchungen belegen, daBl solche
Anwendungen nur die Minderheit der Schiiler ansprechen, die bereit ist, sich auf solche
Denksituationen einzulassen und die Interesse an einer Fragestellung nach der Natur des

Elektrons haben, die als mehr philosophisch orientiert gewertet wird. Fiir viele Schiiler ist es



frustierend, Vorschriften zu erhalten, was man sich alles nicht vorstellen darf. Gewohnte und
bewihrte Denkmuster sollen aufgegeben werden, es ist aber nicht iiberzeugend, warum die
neuen Denkansitze besser sein sollen als die alten.

Das Quantenobjekt "Elektron" in seiner quasi natiirlichen Umgebung wird im Physikunterricht
eher selten betrachtet. In unserer natiirlichen Umwelt kommen Elektronen fast nur innerhalb
von stabilen Systemen vor, dieses sind Molekiile, lonenverbindungen und Metalle, in seltenen
Fillen auch freie Atome. Diese gebundenen Elektronen sind durch stationidre Zustdnde
gekennzeichnet, mit deren Kenntnis sich nicht nur die Stabilitdt selbst, sondern auch
Eigenschaften der stabilen Systeme erklédren lassen.

Wenn normalerweise solche Systeme im Physikunterricht betrachtet werden, steht die
Erkldarung der Stabilitit selbst und Begriindungen fiir einen bestimmten Aufbau von Atomen
und Molekiilen im Vordergrund. Vorverstindnisuntersuchungen belegen, daB3 dieses fiir
Schiiler kaum erklarungsbediirftig ist (s. Kap. 2). Wird ein Orbitalmodell fiir Atome und
Molekiile eingefiihrt, so wird damit meist nicht weitergehend gearbeitet. Der weitere Umgang
mit einem Orbitalmodell des Atoms ist Sache der Chemie, ein chemisches Orbitalmodell wird
als aus dem Chemieunterricht bekannt vorausgesetzt (DORN /BADER 1989, 316).

Die Anwendungen zu gebundenen Elektronen betonen meist sehr stark den Energieaspekt, zur
Erklarung der chemischen Bindung wird auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit herangezogen.
Anwendungen zu Phédnomenen, die nur quantenphysikalisch erkldrt werden kénnen und die
der unmittelbaren Erfahrung zugénglich sind, kommen eher selten vor. Beispiele hierfiir sind
z.B. die Farbigkeit bestimmter Farbstoffmolekiile (DORN /BADER 1989, S.328 f.) und die
Erklarung der Funktionsweise eines Rastertunnelmikroskops. Weitere Anwendungen werden
zum einen als zu schwierig und komplex fiir Unterricht angesehen, zum anderen ist die

Anwendung die Sache der Fachdisziplin Chemie.

Chemieunterricht und Quantenphysik

Im Chemieunterricht der Sekundarstufe II steht die rdumliche und elektronische Struktur von
Molekiilen im Vordergrund, die zur Erkldrung von physikalischem und chemischen
Stoffeigenschaften benutzt wird. Ein Molekiil wird aus rdumlich strukturierten Atomen
aufgebaut, die durch weitgehend lokalisierte chemische Bindungen verkniipft sind. Den
Elektronen sowohl des Atoms als auch des Molekiils werden Raumbereiche zugeordnet, in
denen sie sich aufhalten konnen, diese werden entweder als Orbitale oder Elektronenwolken
bezeichnet. Als iibergreifende Bezeichnung fiir die verschieden komplexen Modelle kann der
Begriff "Orbitalmodelle" dienen.

Mit den Orbitalmodellen des Chemieunterrichts soll die rdumliche Struktur von Molekiilen
erklart werden sowie die Zahl und Stirke der Bindungen zwischen zwei Atomen, die die
physikalischen FEigenschaften und das Reaktionsverhalten der Stoffe bestimmen. Die

Individualitdt der Atome innerhalb eines Molekiils bleibt erhalten, ein Molekiil ist eine



Ansammlung von Atomen, die durch (meist) lokalisierte Bindungen verbunden sind.
Elektronen werden ein bis zwei Atomen zugeordnet (Rumpfelektronen, freie Elektronen und
bindende Elektronen), Zuordnungen zu mehreren Atomen oder dem ganzen Molekiil sind eher
die Ausnahme (p-Elektronen).

Mit einem solchen strukturorientierten Ansatz 1iBt sich schnell ein Uberblick iiber die
Geometrie des Molekiils und eine grobe Ubersicht iiber die Elektronenverteilung gewinnen.
Auch in der chemischen Forschung haben Strukturformeln und geometrische Molekiilmodelle
(Kalottenmodell, Kugel-Stab-Modell oder Konstruktionsprogramme zur dreidimensionalen
Struktur von Molekiilen auf dem Rechner) dort ihren Platz, wo es um die schnelle
Orientierung und eine {ibersichtliche Darstellung moglicher stabiler Molekiilstrukturen geht. In
der Forschung werden solche ersten Orientierungen zur Struktur eines Molekiils allerdings
ergidnzt um quantenchemische Methoden, die Aussagen zur Energie des Systems (damit auch
zur Stabilitit eines Molekiils) und zur genauen Elektronenverteilung erlauben.

Alternativ zu einem strukturorientierten Ansatz des Chemieunterrichts, der die Individualitit
der Atome und die Lokalisierbarkeit der Elektronen nicht in Frage stellt, kann im
Physikunterricht eine Betrachtungsweise gewidhlt werden, die das Verhalten der Elektronen
unter verschiedenen Bedingungen in den Mittelpunkt stellt. Elektronen eines Molekiils sind
ein Beispiel fiir Elektronen in stationdren Zustdnden, die sich prinzipiell &hnlich wie
Elektronen in Atomen, Ionen und Festkorpern verhalten. Die Identifizierbarkeit der
Elektronen wird aufgehoben, das Molekiil ist ein System von Atomkernen und Elektronen.
Diese Herangehensweise unterscheidet sich von dem strukturorientierten "Baukastenprinzip"
des Chemieunterrichts, das Molekiile aus Atomen verbunden durch Bindungen aufbaut.

Der Schwerpunkt der Anwendungen von Quantenphysik im Physikunterricht wird nicht mehr
allein auf die Servicefunktion fiir den Chemieunterricht gesetzt. So besteht die Chance, solche
Anwendungen auszuwihlen, die fiir das Verstindnis der speziellen Natur des Elektrons
vielversprechend sind. Dem entspricht die Setzung der Schwerpunkte im Chemie- und
Quantenphysikunterricht: Wiahrend im Chemieunterricht die Struktur eines Molekiils im
Mittelpunkt steht, die durch die Wechselwirkung der einzelnen Atome innerhalb des
Molekiils bedingt ist, nimmt eine quantenphysikalische Betrachtung die geometrische Struktur
des Kerngeriists eines Molekiils als gegeben hin und untersucht die Eigenzustinde der
Elektronen, um Aussagen zur Elektronenverteilung innerhalb des Molekiils und zu den
Energieeigenwerten zu erhalten. Die Quantenphysik schafft so nicht mehr Grundlagen fiir
Anwendungen im Chemieunterricht (was in Klasse 13 auch nicht mehr sinnvoll wire), sondern
eroffnet eine alternative Denkmoglichkeit zur Beschreibung von Molekiilen, die den
Zustandsbegriff ins Zentrum stellt.

Fiir einen anwendungsbezogenen Quantenphysikunterricht kommt eher eine Betrachtung von
Molekiilen in Betracht, der die Eigenschaften der Molekiile im Physikunterricht selbst zur

Erkldrung von Phanomenen heranzieht. Es besteht dann auch die Moglichkeit, sich beim



Themenbereich "Molekiile" von den vermeintlichen Anforderungen der Chemie zu l6sen und
einen eher physikalisch orientierten, alternativen Beschreibungsansatz fiir das Mikrosystem
Molekiil zu wiahlen, der sich an den Bediirfnissen des Physikunterrichts orientiert.

Die eigenstindige Anwendung der Quantenphysik z.B. bei chemischen Problemen, der
Atomphysik, der Festkorperphysik ist fiir Schiilern auch deshalb schwer, weil jeder Bereich
mit eigenen, speziell auf bestimmte Anwendungen zugeschnittenen Modellansdtzen und
Erklarungsansétzen arbeitet. Die Vielzahl von moglichen quantenphysikalischen Modellen im
und auflerhalb des Unterrichts, die parallel in der Quantenphysik selbst, in der
Festkorperphysik, im Chemieunterricht und auch in den Medien zur Erkldrung von
Phidnomenen benutzt wird, erscheint oft wie ein Modellzoo, die fiir jede Anwendung ein
spezielles Modell bereit hélt. Schon aus diesem Grunde erscheint es notwendig, im
Quantenphysikunterricht zumindest einen theoretischen Ansatz mit dazugehérigem Modell
auch zur Losung von Problemen anzuwenden und nicht nur die Grundlagen fiir andere Facher
bzw. Fachgebiete bereitzustellen.

Es soll im Physikunterricht exemplarisch gezeigt werden, wie eine quantenphysikalische
Erkldrung von Phinomenen aus der Chemie und anderen Fachgebieten der Physik
(Festkorperphysik) aussehen kann. Dabei steht der Anwendungsbezug der Quantenphysik
und nicht das Vermitteln von chemischen Kenntnissen im Vordergrund. Gleichwohl kann es
aber fiir Schiiler eine Hilfe sein, die im Unterricht oder spédter mit Chemie in Beriihrung
kommen, um zu einem besseren Verstdndnis chemisch orientierter Theorien und Modelle zu
Atombau und Bindung beizutragen.

Eine Verschiebung der Anwendungen auf den Chemieunterricht ist mehr oder weniger
illusorisch, da nach dem Quantenmechanikunterricht im 13. Jahrgang kaum noch Zeit im
Chemieunterricht sein wird, um sich speziell den Anwendungen der Quantenmechanik zB.
durch eine erneute Diskussion von Atommodellen und chemischer Bindung zu widmen. Das
Thema wird weitgehend in der 11. Jahrgangsstufe behandelt. In der GyO belegen nur wenige
Schiiler Kurse in Physik und Chemie, so dafl die Verlagerung der Anwendungen auf den
Chemieunterricht auch aus diesem Grunde kaum zu rechtfertigen ist.

Die Interessen im Chemieunterricht sind anders geprigt. Es gilt dort weniger, iiber die
Stabiltitdt von Molekiilen nachzudenken, sondern physikalische, chemische (und teilweise
auch biologische) Stoffeigenschaften aus dem Aufbau des einzelnen Atoms, Molekiils oder
Kristallits heraus zu verstehen. Das Wissen um den Aufbau z.B. eines Molekiils ist nicht
Selbstzweck, sondern eréffnet Moglichkeiten zur experimentellen Identifizierung des Stoffes
und zur Einschitzung des Stoffes als Reagenz, Werkstoff, etc.. Es ist schade und fiir die GyO
eigentlich nicht zu rechtfertigen, dal das umfangreiche Gebiet von chemischen Anwendungen
der Quantenphysik - die Quantenchemie - ungenutzt bleibt. Die Quantenchemie ist durch das
stindige Nebeneinander von Arbeiten mit dem Modell des einzelnen Molekiils und

Uberpriifen der Hypothesen am Stoff gekennzeichnet und so ein Musterbeispiel fiir die



stindige Anwendung von Modellen und Theorien zur Erkldrung von makroskopischen
Phinomenen.

Anwendungen der Quantenphysik ergeben sich nicht von selbst und im Alltag, wie es z.B. bei
der Mechanik oder Elektrizititslehre der Fall ist, da Phdnomene oft nicht auf den ersten Blick
als quantenmechanische Phdnomene erkennbar sind. Beispiel: Farbe als quantenmechanisches
Phidnomen. Dies alles spricht dafiir, die Anwendungen selbst als eigenstéindiges Gebiet in die
Quantenphysik der Schule mit aufzunehmen. Ein solches Vorgehen konnte nicht nur zur
Bereicherung des Unterrichts im engeren Gebiet der Quantenphysik beitragen, sondern
Schiilern auch ein tieferes Verstindnis anderer naturwissenschaftlicher Fachgebiete

ermoglichen.

Molekiilphysik als Anwendungsgebiet

Molekiile sind Systeme mit Elektronen in stationdren Zustanden, deren FEigenschaften
wesentlich von den Elektronen geprigt werden. Die Betrachtung der Molekiile im Unterricht
stellt eine Alternative zur ausschlieBlichen Behandlung von Atomen als Beispiel fiir Systeme
mit gebundenen Elektronen dar. Freie Atome sind im Schiilervorverstindnis sehr stark mit
einer Vorstellung nach der Art des Bohrschen Atommodells besetzt, so dal die Motivation,
hieran neue Ansétze zur Beschreibung von gebundenen Elektronen auszuprobieren, sehr gering
ist. Zudem sind freie Atome als "natiirlich" vorkommende Systeme eher selten, ihre
Eigenschaften sind nur in speziellen experimentellen Situationen experimentell zugénglich; sie
sind in den meisten Situationen nicht stabil, so da} kaum fiir Schiiler einsehbar von stationidren
Zustinden gesprochen werden kann. Experimentell zuginglich sind nur Spektren der freien
Atome, die mit Kenntnis der Energieeigenwerte erklédrbar sind, wihrend die rdumliche
Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit nicht iiberpriifbar ist.

Molekiile sind "natiirlich" vorkommende Systeme, die {iber einen lingeren Zeitraum stabil sind
und damit ein relevantes Beispiel fiir gebundene Elektronen in stationdren Zustéinden
darstellen. Die Eigenschaften sind in weniger extremen experimentellen Situationen zugénglich
als bei freien Aomen. Molekiille und verwandte stabile Mikrosysteme wie Ilonen- und
Metallkristalle haben allerdings den Nachteil, dal sie wesentlich komplexer aufgebaut sind als
z.B. das Wasserstoffatom. Dadurch wird ihre Beschreibung sehr viel komplizierter als die von
Atomen. Die Schrodingergleichung muf3 den Einflul einer Vielzahl von wechselwirkenden
Elektronen und Atomkernen beriicksichtigen. Es existieren keine geschlossenen Losungen fiir
die Schrodingergleichung.

Solche Systeme werden "normalerweise" in der Schule chemisch {iber Strukturformeln
(Molekiile) oder iiber Kristallgitter beschrieben, wobei chemische Kenntnisse vorausgesetzt
werden. Innerhalb der Wissenschaften Chemie und Physik sind allerdings vielfiltige Methoden
zur Beschreibung von Molekiilen, Atomen und Festkdrpern verbreitet. Die Methoden sind

auf das spezielle Problem abgestimmt und liefern fiir diesen Bereich gute Ergebnisse, fiir



andere dagegen sind sie nicht optimal. Allein die verschiedenen Moglichkeiten zur Gewinnung

von Néherungslosungen der Schrodingergleichung sind sehr vielfdltig. Sie gehen teilweise von

einer weitgehenden Individualitit der Atome und der zum jeweiligen Atom zugehdrigen

Elektronen aus, wobei sich das Molekiil praktisch durch die Addition aller Atome ergibt.

Lediglich benachbarte Atome haben dabei EinfluB aufeinander. Am anderen Ende steht

praktisch die Sichtweise, die ein Molekiil aufspaltet in einzelne Kerne und einzelne

Elektronen, die prinzipiell dem ganzen System angehdren. Sowohl in der Chemie als auch in

der Physik sind in der Wissenschaft beide Sichtweisen moglich und je nach Problemstellung

sinnvoll.

In der Schule basiert dagegen jegliche Beschreibung von Molekiilen auf einem Atommodell. Ein

Ziel dieser Arbeit soll sein, eine Moglichkeit aufzuzeigen, wie Molekiile unabhéngig von einem

bestimmten Atommodell beschrieben werden konnen. Als Ergebnis soll die elektronische

Struktur des Mikrosystems Molekiil erhalten werden, wobei eine Beschrinkung auf einige

wenige Elektronen erfolgt. Dies sind im allgemeinen die Valenzelektronen, deren Zustinde sich

wesentlich von denen isolierter Atome unterscheiden. Die elektronische Struktur eines

Molekiils wird im wesentlichen (neben dem Spin) durch die Verteilung der

Aufenthaltswahrscheinlichkeiten und durch die Energieeigenwerte der elektronischen Zusténde

bestimmt.

Man kann zwei Alternativen der Beschreibung von Mikrosystemen mit gebundenen

Elektronen unterscheiden:

- Ein Mikrosystem mit gebundenen Elektronen ist aus miteinander wechselwirkenden
Atomen aufgebaut. Die Wechselwirkung wird im wesentlichen durch die
Valenzelektronen bewirkt, die ein bis zwei (nur in Ausnahmefillen mehreren) Atomen
zugeordnet werden. (chemisch orientierter "Baukasten"-Gesichtspunkt).

- Ein Mikrosystem mit gebundenen Elektronen enthélt Atomkerne und Elektronen, wobei
die Elektronen prinzipiell dem ganzen System zugehorig sind. (systemorientierter
Ansatz)

Hier soll der systemorientierte Ansatz benutzt werden, der Molekiile und Atome mit gleichen

Methoden beschreiben kann. Er ist eine Alternative zur chemisch orientierten

Betrachtungsweise von Molekiilen, prinzipiell sind keine Kenntnisse der Einzelatome

erforderlich. Es ist ein anderer Zugang zu Molekiilen, der den Systemcharakter mehr in den

Vordergrund stellt.

Der Ansatz ist (wie in Kapitel 1.2 zu sehen sein wird) dichter an der stationdren

Schrodingergleichung fiir Systeme mit gebundenen Elektronen. Fiir ein Elektron ist das

Mikrosystem (egal ob Atom, Molekiil oder Festkorper) durch eine Potentialfunktion

charakterisiert. Mit Kenntnis der Potentialfunktion kann die Schrddingergleichung aufgestellt

werden, das Finden von Losungsfunktionen ist ein Problem, das gedanklich davon getrennt

werden kann. Die Beschreibung von Mikrosystemen durch die Potentialfunktion orientiert



sich an der Quantenphysik, fiir die die stationdre Schrodingergleichung zentral ist. Sie erlaubt
eine einheitlich Beschreibung verschiedener Mikrosysteme wie Atome, verschiedenste
Molekiile und Festkorper. Da Phidnomene aus anderen Bereichen (Chemie, Elektrizitétslehre)
erklart werden, besteht fiir Lernende die Chance, die Leistungsfahigkeit eines
quantenmechanischen Ansatz und den Bezug zu anderen Fachdisziplinen zu erfahren.

Es sollen zwar Anwendungen aus verschiedenen Gebieten iibernommen werden, die aber unter
einem einheitlichen Gesichtspunkt betrachtet werden, um das Gemeinsame zu betonen. Sonst
wiirden z.B. chemische wund festkorperphysikalische Phdnomene schwer als
quantenmechanische Phidnomene erkennbar. Es gibt innerhalb des Chemieunterrichts ein
Atommodell fiir Ionenverbindungen und Metalle (Schalenmodell), eines fiir Molekiile (z.B.
Kugelwolkenmodell), teilweise noch eines extra fiir Aromaten (Orbitalmodell). Fiir den
Unterricht zur Halbleiterphysik gibt es das Bindermodell, fiir die Erkldrung der elektrischen
Leitfahigkeit das Elektronengasmodell. Im Unterricht zur Quantenphysik besteht die Chance,
etwas Licht in diesen Modellzoo zu bringen, indem alle Mikrosysteme unter einem
einheitlichen Gesichtspunkt betrachtet werden.

Die Mikrosysteme Atom, Molekiil und Festkdrper werden unabhingig von Atommodellen
beschrieben, da die Mikrosysteme nicht als Ensemble von wechselwirkenden Atomen
gedeutet werden. Dadurch soll Schiilern die Moglichkeit gegeben werden, unabhidngig von
threm sehr stabilen Vorverstindnis liber Atome und Atommodelle eine Beschreibung von
Mikrosystemen und die Erkldrung von Phianomenen auf der Grundlage der Quantenphysik
(nicht Atomphysik) kennenzulernen. Die einheitliche Beschreibung von Mikrosystemen
verschiedener GroBenordnung (vom Atomkern bis zu Festkorpern) erdffnet eine Moglichkeit
zur Einordnung und Abgrenzung von Quantenphysik gegeniiber der klassischen Physik.

Die Beschreibung des Molekiils durch eine Potentialfunktion fiir ein bestimmtes Elektron
(Potentialtopf) und das Suchen von Losungen der entsprechenden stationdren
Schrodingergleichung mit Rechnerunterstiitzung fiihrt zur Kenntnis der entsprechenden
elektronischen Eigenzustinde des Molekiils. Die Kennzeichen des FEigenzustands -
Energieeigenwert und Eigenfunktion - bestimmen die Energie und die Verteilung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir diesen Elektronenzustand. Insbesondere bei den
Valenzelektronen  haben  die  Energie und die rdumliche  Verteilung  der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit (und damit der Elektronenladung) grofen FEinfluB auf die
Eigenschaften des einzelnen Mikroobjekts Molekiil. Fiir den Unterricht interessant ist aber die
Frage, wie sich Aufenthaltswahrscheinlichkeit und Energieeigenwert der Valenzelektronen
eines Molekiils auf die Eigenschaften des Makrosystem Stoff auswirken.

Die Chemie (und auch der Chemieunterricht) stellt stindig enge Beziige zwischen der Mikro-
und Makroebene her, indem die Struktur (des Molekiils) und Eigenschaft (des Stoffes) in
Beziehung gesetzt werden. Die Eigenschaften der Stoffe werden nach Mdglichkeit auf die



Struktur (Geometrie des Kerngeriists) und die elektronischen Eigenschaften der Mikrosysteme
zuriickgefiihrt.

Teile der Chemie halten interessante Phdnomene bereit, die aber fiir Schiiler nicht von
vornherein eigenstindig als Anwendungsgebiet der Quantenphysik erkannt werden. Die
Chemie erdfnnet als Anwendungsgebiet die Quantenphysik gebundener Elektronen. Stabile
Systeme mit gebundenen Elektronen sind zugénglich, ihre Existenz ist nicht fraglich. In dieser
Arbeit sollen nur Anwendungen zu gebundenen Elektronen vorgestellt werden. Die
Beschriankung der Anwendungen auf das Quantenobjekt gebundenes (Valenz-)Elektron und
sein Verhalten in stationdren Zustinden erdffnet den Zugang zu einer Vielzahl von
Phidnomenen. Im Chemieunterricht nimmt das Thema z.T. einen breiten Raum ein, ! an ihm
wird immer wieder aufgezeigt, dal der Bau eines Molekiils die Figenschaften eines Stoffes

bestimmt.

Festkorperphysik als Anwendungsgebiet

Fiir ein Aufnehmen festkdrperphysikalischer Themen im Physikunterricht spricht einerseits
die Aktualitit dieses Gebietes und andererseits die mogliche Einbettung des Gebietes in einen
Lehrgang zur Quantenphysik.

Festkorper bilden Systeme, die in der GréBenordnung zwischen den Einzelatomen und
makroskopischer Welt angesiedelt sind. Viele Eigenschaften der Festkorper resultieren nicht
aus den Eigenschaften der Einzelatome, sondern aus der kristallinen Ordnung und der GroB3e
des Gesamtsystems. Die Festkorperphysik hat sich im wesentlichen aus der
Materialforschung entwickelt, die sich mit der Giitekontrolle und Charakterisierung von
Werkstoffen beschiftigt. Als ein wichtiges Gebiet mag dabei die Kristallographie gelten, die
zur Charakterisierung von Stoffen dient, sie ist von Erfahrung gepridgt und mit eigenen
mathematischen  Verfahren ausgeriistet. Die FErgebnisse solcher experimentellen
Untersuchungen beschreiben das Verhalten der Stoffe, sie erkldren es nur relativ wenig. Fiir
den Unterricht ist diese beschreibende Art von Festkorperphysik nicht so sehr geeignet, da sie
wenig zum Verstindnis der Stoffeigenschaften beitrégt.

Die moderne Festkdrperphysik beschéftigt sich mit einem viel weiteren Forschungsfeld. Man
versucht zu verstechen, warum Stoffe bestimmte FEigenschaften besitzen. Der
Untersuchungsgegenstand umfaf3t nicht nur den Kristall als makroskopisches Gebilde, sondern
geht bis zur Grofenordnung des Atoms hinunter. Man unterscheidet dabei auch das Innere

von der Oberfliche des Festkorpers. Aus der Kenntnis und dem Verstindnis der

1 Im Bremer Lehrplan der GyO lautet der Titel des Kurses 11/I "Struktur und
Eigenschaft" und widmet sich der Bindungslehre, dem Molekuilaufbau und stellt den
Zusammenhang zwischen der molekularen Struktur und den physikalischen und chemischen
Eigenschaften her.



Eigenschaften heraus werden neue Werkstoffe mit genau definierten mechanischen,
elektrischen, optischen und thermischen Eigenschaften entworfen.

Die ganze Halbleiterphysik ist praktisch Festkorperphysik. Durch die Miniaturisierung der
elektronischen Bauelemente gerdt man fast in atomare GroBenordnungen, wodurch die Grenze
zwischen makroskopischer Physik und Atomphysik verwischt wird. Die Festkorperphysik
kann Systeme unterschiedlicher GrofBenordnung (z.B. Platinatom, Platincluster und
Platinmetallkristallit) quantenmechanisch beschreiben und die unterschiedlichen Eigenschaften
erkliren. Sie liefert damit Beispiele flir das Auftreten neuer Eigenschaften bei dem Wechsel der
Grofenordnung.

Zum Verstindnis einiger FEigenschaften trdgt eine Theorie bei, die sich aus der
Quantenmechanik ableitet und an die speziellen Bedingungen des Festkorpers angepalt ist.
Die Quantenmechanik stellt ein Instrumentarium bereit, dal auch zur Beschreibung groferer
Systeme geeignet ist und die Grundlage festkorperphysikalischer Theorien bildet. Sie setzt die
Kenntnis der Einzelatome voraus, viele Ergebnisse folgen aber aus der grofen Anzahl von

Atomen und der speziellen Geometrie kristalliner Festkorper.

Als Thema im Physikunterricht ist weniger die klassische, deskriptive Art der
Festkorperphysik geeignet. Sie beschreibt und quantifiziert die Eigenschaften von Stoffen,
beschéftigt sich aber nur am Rande mit ihrer Erkldrung. Die moderne Festkorperphysik mit
unterschiedlichen Erklarungsanséitzen zum Verstindnis und zur quantitativen Deutung und
Vorhersage von Stoffeigenschaften kommt den Forderungen des Physikunterrichts viel nédher.
Die Erklarung von Eigenschaften aus der Struktur eines Stoffes heraus ist fiir den
Physikunterricht eine reizvolle Aufgabe. Schon allein die Abhéngigkeit der Effekte von der
GroBenordnung macht es reizvoll, an Festkorperphysik im Physikunterricht zu denken. Sie
wire dann ein Bindeglied zwischen der makroskopischen Physik (z.B. Mechanik,
Elektrizitdtslehre) und der Quantenphysik atomarer und subatomarer GroéBenordnung, der
Platz fiir einen Abschnitt "Festkorperphysik" ist dann innerhalb eines Kurses Atomphysik
angesiedelt.

Die Behandlung von Festkorperproblemen ist im Schulstoff recht uneinheitlich. Teilweise
tauchen sie im Chemieunterricht bei der Behandlung verschiedener Substanzklassen - wie
Ionenverbindungen und Metalle - auf. Wenn es um die thermischen Eigenschaften geht, finden
sie in der Wérmelehre (z.B. Messen von Siede- und Schmelzpunkten) Beriicksichtigung, die
elektrischen Eigenschaften sind Inhalt der Elektrizititslehre. Im Physikunterricht geht es mehr
um das Messen und Beschreiben und kaum um das Hinterfragen der Festkorpereigenschaften,
wihrend in der Chemie die gemeinsamen Eigenschaften einer Stoffklasse (Stoffklasse Salze,
Stoffklasse Metalle) thematisiert werden.

Die Festkorperphysik in der Schule kann beschriankt bleiben auf die Beschreibung spezieller
Festkorpereigenschaften (z.B. Leitfahigkeit, Hirte) und ihrer Anwendungen. Dieses ist der



cher traditionelle Weg, der in den heutigen Schulbiichern vorherrscht. Elektrische
Eigenschaften werden z.B. der Halbleiterphysik zugeordnet, mechanische und thermische der

Chemie der Kristalle oder der Mechanik bzw. der Warmelehre. Ein einheitlicher Ansatz zur

Beschreibung zumindest der kristallinen Festkorper existiert nur in Ansédtzen. ) Fiir Schiiler
ist diese von den Eigenschaften her begriindete, eher zersplitterte Betrachtungsweise nicht
giinstig, die Zusammenfassung der verschiedenen Aspekte zu einem Gesamtkonzept ist nicht
einfach. Fiir jeden Bereich der Eigenschaften wird ein anderes Modell zum Verstindnis
angeboten, Beziige untereinander sind nicht ohne weiteres herzustellen.

Ein Lehrgang, der den Stoff als solches in den Mittelpunkt stellt und ausgehend vom Stoff die
unterscheidlichen Eigenschaften untersucht und erklart, stellt eine Alternative dar. Nicht z.B.
die thermischen Eigenschaften verschiedener Stoffe stehen im Mittelpunkt, sondern
die Erklarung und der Vergleich des Eigenschaftenprofils eines Stoffes bzw. einer
Stoftklasse. Neben molekular aufgebauten Stoffen sollen auch kristalline Festkorper mit
aufgenommen werden, da das Mikrosystem Kristallit in einer anderen Groéfenordnung
angesiedelt ist als das Mikrosystem Molekiil und mit der Periodizitdt einer kristallinen
Ordnung ein weiteres Kennzeichen hinzukommt, das die Eigenschaften beeinfluft.

Die Auswahl der zu erklirenden Festkorpereigenschaften soll im wesentlichen auf
elektronische Eigenschaften beschrinkt werden. Der kristallographisch orientierte Bereich der
Festkorperphysik wiirde im Rahmen eines mehr quantenmechanisch orientierten Lehrgangs
vernachlissigt werden, da die Kristallographie sowohl auf der deskriptiven Ebene als auch in
der Erkldrung vieler Stoffeigenschaften nicht auf die Quantenmechanik angewiesen ist. Die
elektronischen Eigenschaften der Festkdrper sind Stoffeigenschaften und Phdnomene, die
durch die Kenntnis der Energie und Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen eines

Festkorpers erklart werden konnen.

Der Potentialtopf als Modellansatz

Ein Ziel der Arbeit soll sein, Elektronen in "natiirlich" vorkommenden Situationen zu
beschreiben, um Probleme und Anwendungsgebiete fiir die Quantenphysik des Elektrons zu
erschliessen, die fiir Schiiler auch erkldrungswiirdig sind. Als Elektronensysteme wurden
solche mit gebundenen Elektronen in stationdren Zustinden (Molekiile, Festkorper)
ausgewdhlt. Der auszuwihlende Modellansatz soll den Unterschied zwischen freien und
gebundenen Elektronen verdeutlichen und eine einheitliche, angemessene Beschreibung von
gebundenen Elektronen in den verschiedenen Mikrosystemen Atom, Molekiil und Festkorper
erlauben. Erkldrungen verschiedener Eigenschaften der Mikrosysteme selbst und von

Stofteigenschaften werden durch den Vergleich von Atomen, Molekiilen und Festkdrpern

2 zB.in G. BANG, H. LOCHHAAS, H. PAGNIA (1981)
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miteinander und innerhalb einer eingeschrankten Gruppe z.B. der Halogenwasserstoffmolekiile
gesucht.

Fiir jede spezielle Anwendung gibt es in der Fachwissenschaft spezielle Modelle, die genaue
Vorhersagen zu experimentell iiberpriiftbaren Daten ermdglichen und die sich dort im Alltag
bewihrt haben. Im Unterricht sind Anforderungen an ein Modell anderer Art. Der Aspekt der
Erklarung steht im Vordergrund, nicht die quantitative Vorhersage. Das Modell soll einfach zu
durchschauen sein, Hilfe bei der Behandlung komplexer Probleme bieten und nicht fiir die
Wirklichkeit selbst genommen werden.

Um zu einem Modellansatz zu kommen, der eine einheitliche quantenphysikalische Erklarung
moglichst vieler Phdnomene in der Schule erlaubt, werden verschiedene Ansdtze zur
Behandlung von Molekiilen und Festkdrpern vorgestellt. Mogliche Vereinfachungen werden
diskutiert, um eine Verwendbarkeit auf Schulniveau zu liberpriifen.

Eine Verwendung der chemisch orientierten Atom- und Molekiilmodelle zur einheitlichen
Erkldrung der Eigenschaften von Molekiilen und Festkorpern wurde nicht gewéhlt. Wiirde
man den Anwendungsbezug so direkt an den Chemieunterricht und die darin verwendeten
Modelle ankniipfen, kiime man iiber eine Begriindung des Atommodells kaum hinaus. Die
Arbeit mit dem Modell wire dann wieder Sache des Chemieunterricht. Verschiedene Ansétze
zur modellhaften Beschreibung von Molekiilen und Festkorpern werden hier vorgestellt, um
die Schwierigkeiten der didaktischen Reduktion bei den Anwendungen der Quantenphysik zu
zeigen und um einen Vergleich der Ergebnisse mit denen des Potentialtopfmodells zu
ermoglichen.

Als Alternative zu chemisch orientienen Modellen, deren Grundlagen und Vereinfachungen fiir
Schiiler schwer durchschaubar sind, wird ein einheitliches Modell gewihlt, das sich nicht aus
einem Atommodell der Fachwissenschaft ableitet und nicht den Anspruch erhebt, ein
moglichst gutes Modell fiir ein A tom darzustellen. Es soll dem didaktisch begiindeten
Zweck dienen, das Verhalten von Elektronen in verschiedenen Situationen zu beschreiben.
Welche Konsequenzen hat es, wenn der Bereich, in dem sich das Elektron aufhalten darf,
beschriankt ist? Wo sind in der Natur solche Systeme realisiert? Wie wirkt es sich aus, wenn
das Elekton in den EinfluSbereich anderer Ladungen gerit? Fiir eine Suche nach Anwendungen
sollen dieses zundchst die grundlegenden Fragen sein. Fiir die Beantwortung der Fragen kann
das Orbitalmodell des Atoms kaum Hilfestellung bieten, weil es fiir andere Zwecke - ndmlich
zur Erkldrung der chemischen Bindung und der rdumlichen Struktur von Molekiilen -
geschaffen wurde.

Ein solcher einfacher - und auch stark vereinfachender - Modellansatz ist der
Potentialtopfansatz, der die Untersuchung von Elektonen innerhalb eines Raumes ermdoglicht,
der durch den Potentialverlauf charakterisiert ist. Mit dem Potentialtopfmodell besteht die
Moglichkeit, grundlegende Einsichten iiber das Verhalten gebundener Elektronen zu gewinnen

und gegeniiber dem der freien Elektronen abzugrenzen. Es ist kein Atommodell, kein
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Molekiilmodell und kein Festkorpermodell, kann aber das Verhalten von Elektronen in diesen
Strukturen beschreiben. Wegen der sehr starken Vereinfachung ist der Modellansatz
universeller anwendbar als viele Spezialmodelle und erlaubt eine einheitliche Beschreibung
verschiedener quantenmechanischer Systeme. Wegen der sehr starken Vereinfachung kdnnen
allerdings keine sehr hohem Anspriiche an die Giite der numerischen Ergebnisse gestellt
werden. Eher werden qualitative und halbquantitative Erkldrungen moglich sein.

Was verbirgt sich nun hinter dem Begriff Potentialtopf? Es ist im Prinzip eine spezielle Form
der Potentialfunktion der Schrodingergleichung, die dazu fiihren kann, dafl aus dem freien
Elektron ein gebundens Elektron wird. Der Begriftft "Topf" driickt aus, daf die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektron eingeschrinkt wird und es praktisch innerhalb des
Topfes eingefangen ist. Bewirkt wird dieses durch einen Potentialverlauf, der in der Tat das
Aussehen eines Topfes hat, es mul3 eine Potentialsenke vorliegen.

Variieren lassen sich die Form und GréBe des Potentialtopfs und die Anzahl der betrachteten
Dimensionen. Der lineare Potentialtopf ist ein Beispiel in der Literatur, mit dem das Auftreten
der Quantisierung der Eigenzustinde in verschiedenen Bereichen verdeutlich werden kann
(KUHN 1993, 59). Die Anpassung des Potentialverlaufs fiir weitere Modellsysteme soll in
dieser Arbeit erfolgen. Als Basis zu Beschreibung des Potentials werden nur
Rechteckpotentiale benutzt. Sie sollen typische Charakteristika des Potentialverlaufs fiir
einzelne Elektronen der Mikrosysteme widerspiegeln, ohne den Anspruch zu erheben, den
wahren Potentialverlauf genau zu erfassen. Durch die Verwendung von Rechteckpotentialen
wird der Ndherungscharakter der Modellierung noch betont, so dafl die Erwartungen an die
Gite der Ergebnisse nicht zu hoch ausfallen.

Der Potentialverlauf innerhalb eines Molekiils ist fiir jedes Elektron verschieden. Mit dem
einfachen Potentialtopfansatz ignoriert man meistens diese Unterschiede und nimmt fiir einige
ausgewdhlte Elektronen den gleichen Potentialverlauf an. Fiir dieses System gilt es dann,
Eigenzustinde zu finden. Hierfiir gibt es mehrere Moglichkeiten, die alle auf eine Losung der
Schrédingergleichung fiir diese Potentialfunktion hinauslaufen.

Der im Konzept von Niedderer verfolgte Weg (NIEDDERER 1984) benutzt die Analogien
zwischen stehenden Wellen und stationdren Zustdnden. Diese Verbindung zur klassischen
Physik kniipft daran an, da3 stationdre Zustédnde kein rein quantenphysikalisches Phdnomen
sind. Stationdre Zustdnde treten auch bei klassischen stehenden Wellen auf, allerdings steht
dort die Eigenfunktion selbst fiir eine physikalische Gréfe (z.B. Auslenkung einer Saite). Neu
ist in der Quantenphysik die etwas komplexere Bedeutung der Eigenfunktionen, die nicht
unmittelbar einer physikalischen MeBgrole entspricht. Die Verbindung mit der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit macht die Eigenfunktion oft etwas mysteriés und nicht mit
einer klaren Bedeutung behaftet. Quantenphysikalisch geprigt ist in diesem Ansatz zur

Losung der Schrodingergleichung vor allem die Diskussion des Zustéinde, insbesondere die
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Deutung der y-Funktion und ihr Bezug zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Die
Schrédingergleichung wurde historisch in Analogie zu stehenden Wellen formuliert.

Formale Ahnlichkeiten zwischen der Schrddingergleichung und der Wellengleichung werden
konsequent umgesetzt, um eine Strategie fiir die Losung der Schrodingergleichung zu erhalten.
Im Mittelpunkt des Unterricht steht nicht die Deutung der Schrodingergleichung an sich,
sondern die Deutung der Ergebnisse der Berechnungen auf der Basis der Schrodingergleichung:
die Deutung der Eigenzustinde. Die klassische Wellenlehre hilft, den Formalismus zu
entwickeln, der zur numerischen Losung der Schrodingergleichung mit Hilfe des Rechners
notwendig ist. Die Kriterien zum Auffinden sinnvoller Losungen werden in Anlehnung an die
klassische Wellenlehre und unter Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeitsdeutung
(Aufenthaltswahrscheinlichkeit als Quadrat der Wellenfunktion) entwickelt. Die
Wellenfunktion selbst wird nicht als Elektronenwelle gedeutet. Durch die Computersimulation
sind auch FEigenfunktionen fiir kompliziertere Potentiale leicht zu finden, dabei wird der
Charakter einer "Rechenvorschrift" der Schrodingergleichung betont.

Neben der Modellierung der verschiedenen Mikrosysteme (Atom, Molekiil,
Festkorperkristallit) durch verschiedene Potentialtopfe steht hier die Deutung der Ergebnisse
im Vordergrund. Die Kenntnis der stationdren Zustinde beschrinkt sich auf die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit und den Energieeigenwert des Elektrons, die streng miteinander
gekoppelt sind. Es soll untersucht werden, ob die Ergebnisse in Ubereinstimmung mit
experimentell gewonnenen Kenntnissen iiber die Ladungsverteilung und die Energiezustéinde
von Elektronen in Mikrosystemen zu bringen sind. Sie sollten einer experimentellen
Uberpriifung auf halbquantitativer Ebene statthalten.

In dieser Kombination - Modellierung eines Mikrosystems als Einheit durch einen
Potentialtopf und Suchen der Losungsfunktion fiir das Gesamtsystem ohne Riickgriff auf
Atomorbitalfunktionen - ist der theoretische Ansatz dem Problem der einheitlichen
Beschreibung verschiedener Mikrosysteme (vom Atom, Molekiil bis zum Festkorper)
angemessen. Es ist nicht ein (eines? oder verschiedene?) Atommodell nétig, um die optische
Spektroskopie von Atomen, optische Spektroskopie von Molekiilen, die chemische Bindung
oder das Bandermodell fiir Festkorper zu erklédren und modellhaft zu deuten.

In den Teilkapiteln wird zu zeigen sein, dafl die Ergebnisse der Modellierung einer solchen
Uberpriifung statthalten, daB die elektronischen Zustinde in den Aspekten Energie und
Aufenthaltswahrscheinlichkeit halbquantitativ zutreffend beschrieben werden. Der Aspekt
Spin kann ohne Probleme als zusétzlicher Parameter eingefiihrt werden, um zwei Elektronen
innerhalb eines Zustands unterscheidbar zu machen.

Bei der Modellierung mit dem Potentialtiopf wird der Systemcharakter betont. Es handelt sich
um einen Modellansatz, der zumindest potentiell universell anwendbar sowie relativ einfach
handhabbar ist. Dem stehen Nachteile, die im Proze8 der Modellierung selbst liegen,

gegeniiber. Dieses sind die eindimensionale Modellierung, eine weitgehende Vernachléssigung
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der zwischenelektronischen Wechselwirkungen und ein Fehlen des Variationsprinzips. Die
Nachteile wirken sich vor allem auf die Giite der erzielten Ergebnisse aus, deshalb werden nur
qualitative und hdochstens halbquantitative Aussagen angestrebt.

Bei der Auswahl der Anwendungen soll der Aspekt der Aufenthaltswahrscheinlichkeit betont
werden, da er etwas origindr Quantenphysikalisches und fiir die Schiiler Neues ist.
Energetische Aspekte sollen nicht im Vordergrund stehen, aber im angemessenen Rahmen
beriicksichtigt werden. Zur Erklirung vieler Phinomene reicht ein ungefihrer Uberblick iiber
die Symmetrie der Ladungsverteilung, die ungefihre Lage der Minima und Maxima der
elektronischen Ladungsdichte verbunden mit der Kenntnis der relativen energetischen Lage der
Eigenzustinde aus. Diese Informationen erhdlt man schon durch die Arbeit mit einfachen
Rechteckpotentialtopfen.

Der Potentialtopfansatz ist ein sehr einfacher Ansatz, dessen Einsatz in erster Linie
didaktisch begriindet ist. Er soll eine erste Orientierung iiber das Verhalten von gebundenen
Elektronen ermdglichen und nicht den Anspruch erheben, alle Phinomene erkldren zu kdnnen
und genaue quantitative Vorhersagen von Daten zu ermdglichen. Die Notwendigkeit zum
Umlernen auf andere Verfahren und Theorien bei einer weitergehenden Beschéftigung mit
quantemechanischen Phdnomenen soll erkennbar sein, der Potentialtopfansatz selbst soll
diesen weitergehenden Lernproze8 nicht behindern, sondern ihn schon vorbereitend
strukturieren. Durch die starke Betonung der Vereinfachung wird deutlich, wo das Modell
unzureichend ist, was es vernachlissigt und welche Erweiterungen moglich sind.

Eine Anwendung zur Modellierung von Atomen liegt vor (z. B. NIEDDERER 1984, 1990,
1992), die Modellierung bestimmter Farbstoftklassen ist ebenfalls seit lingerem {iblich (z. B.
DORN /BADER 1986, S. 328f.). Als beispielhafte Anwendungen werden Molekiile und
Festkorper ausgewdhlt (Beispiele: einfache zweiatomige Molekiile; Festkorper: Alkalimetalle).
Molekiile sind interessant, um das Problem der chemischen Bindung zu erkliren und um
verschiedene physikalische und chemische Eigenschaften mit der Kenntnis der elektronischen
Eigenzustinde zu erkldren. Festkorper sind als Systeme mit einer sehr regelméafBigen Struktur
interessant, die in der GroBenordnung zwischen den Molekiilen und makroskopischen
Systemen liegen.

Mit dem Potentialtopfansatz soll versucht werden, diese Systeme einheitlich zu beschreiben,
wobei die Grundlagen des Potentialtopfansatzes im Quantenphysikunterricht selbst
geschafffen werden. Mit dem einfachen, einheitlichen Modell, das eher den Charakter eines
Kalkiils hat, kann das Verhalten von einzelnen Elektronen in verschiedensten Systemen
untersucht werden. Es konnen Vorhersagen zu FEigenzustinden in stationdren Systemen
getroffen werden; wobei die zugehorigen Eigenfunktionen und Energieeigenwerte mithilfe einer
Computersimulation gewonnen werden. Bei dem Modell steht nicht die unmittelbare

Anschaulichkeit - wie bei dem Bohrschen Atommodell oder den "Hantel"modellen des
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Chemieunterrichts - im Vordergrund, es besteht daher nicht die Gefahr, da3 es aufgrund seiner
hohen Anschaulichkeit fiir die Wirklichkeit genommen wird.

Bei der Modellierung von komplexen Mikrosystemen wie Molekiillen oder
Festkorperkristalliten mit einem Potentialtopf kommt der Diskussion der einschrankenden
Annahmen (eindimensionaler Ansatz, Einelektronenansatz) besondere Bedeutung zu. Die
Problematik eines eindimensionalen Ansatzes wird im Zusammenhang mit dem Potentialtopf
in Kap. 2 behandelt, da sie sich fiir Molekiile und Festkorper gleichermal3en stellt. .Probleme,
die mit der vereinfachenden Beschreibung von Molekiilen und Festkorperkristalliten durch
einen Potentialtiopf zusammenhingen, werden thematisch getrennt jeweils in den Kap. 3 und
4 bearbeitet. Die Darstellung verschiedener Ndherungsmethoden dient dabei nicht nur zum

Vergleich mit dem Potentialtopfansatz, sondern auch zur begriindeten Auswahl der Parameter.

Ziele der Arbeit

Die didaktische Analyse und Aufbereitung von fachlichen Inhalten, die als Anwendung der
Quantenphysik mit dem Potentialtopf behandelt werden konnen, ist das Hauptziel der Arbeit
(Kap. 3 und 4). Es soll ein einheitliches Modell fiir mehrere Anwendungen verfolgt werden.
An den konkreten Beispielen Molekiile und Festkorper soll die Entwicklung von
Potentialtopf-Modellen gezeigt werden (3.2. und 4.2.). Dazu gehdrt die Diskussion zur
Gewinnung der notwendigen Modell-Parameter, die moglichst einfach begriindbar sein sollen.
Die mit einem Computer durch eine numerische Losung der Schrodingergleichung gewonnenen
Ergebnisse der Modellierung werden dargestellt. Zur Interpretation von Phidnomenen sollen
die Ergebnisse in moglichst vielfiltiger Weise genutzt werden.

In Abgrenzung dazu steht die Beschreibung der iiblichen Ansdtze zur Beschreibung von
Molekiilen und Festkorpern (Kap. 3.1. und 4.1.). Eine Einschédtzung der Ergebnisse durch
einen Vergleich mit experimentellen Daten und evtl. Ergebnissen anderer Modellansitze
schliet diese beiden Kapitel jeweils ab.

In Kapitel 2 werden voneinander getrennt die fachlichen Grundlagen fiir den Potentialansatz
und didaktische Uberlegungen auf der Basis von Untersuchungen zum Schiilervorverstindnis

dargestellt.

Zusammenfassend lassen sich die Ziele dieser Arbeit wie folgt darstellen:

(1) Zunidchst werden fachdidaktische Zielsetzungen und fachliche Grundlagen zum
Potentialtopfansatz dargestellt (Kapitel 2). Dabei wird der Stand der Forschung
berticksichtigt.

(2) Als Vorbereitung werden fiir die Bereiche "Molekiile" und "Festkorper" verschiedene in
den Fachwissenschaften Physik und Chemie sowie im Chemie- und Physikunterricht
tibliche Ansidtze dargestellt und auf ihre Eignung als didaktisch begriindete
Modellansitze fiir gebundene Elektronen untersucht (Kapitel 3.1 und 4.1).
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In den Hauptteilen der Kapitel 3 und 4 werden eigene tragfihige vereinfachte
Potentialtopfmodelle in den Bereichen "Molekiile" und "Festkorper" entwickelt
(Kapitel 3.2 und 4.2). Dabei werden im einzelnen folgende Arbeitsschritte durchgefiihrt:
Die vereinfachenden Annahmen und die Parameter werden durch den Vergleich mit
anderen Ansétzen abgesichert.

Die Mikrosysteme werden durch eindimensionale Rechteckpotentiale modelliert.

Fir die Modellpotentiale werden die wichtigsten FEigenzustinde fiir gebundene
Elektronen durch eine numerische Losung der Schrédingergleichung mit dem Computer
bestimmt und graphisch dargestellt.

Die gewonnenen Ergebnisse der Modellierung werden zur Erklirung von Phidnomenen
genutzt.

Leistungen und Grenzen des entwickelten Potentialtopfmodells  werden

zusammenfassend diskutiert.

Dies geschieht unter folgenden Vorraussetzungen und Annahmen (vgl. 1.1 "Begriindung fiir

den gewéhlten Ansatz") :

Anwendungen sind auch im Quantenphysikunterricht notwendig.

Die Erklirung von Phidnomenen ist eine sinnvolle Art der Anwendung, die allerdings
speziell in der Quantenphysik mit Problemen verbunden ist.

Die Auswahl der Phinomene innerhalb der Themenbereiche Molekiile und Festkorper
orientiert sich an der fachwissenschaftlichen Systematik, aber auch an den Ergebnissen
von Schiilervorverstdndnisuntersuchungen.

Die Auswahl des Potentialtopfs als einheitlicher Modellansatz flir gebundene
Elektronen ist didaktisch begriindet.
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2. Fachlicher und didaktischer Rahmen fiir einen anwendungsorientierten
Quantenphysikunterricht

Schwerpunkt der anwendungsorientierten Quantenphysik in der Schule soll die Behandlung
gebundener Elektronen mit einem einheitlichen Modellansatz sein. Dieses Kapitel soll
zunéchst fachliche Grundlagen fiir die allgemeine Behandlung von Systemen mit Elektronen in
stationdren Zustidnden bereitstellen, wihrend fachliche Grundlagen zu speziellen Systemen
mit gebundenen Elektronen bei den einzelnen Anwendungsgebieten dargestellt werden. Der
didaktische Rahmen wird durch die Gesichtspunkte gebildet, die bei der Auswahl und

Strukturierung der Inhalte mafigeblich waren.

2.1. Fachwissenschaftliche Grundlagen des Potentialtopfmodells

Der Potentialtopf ist ein universell anwendbarer und (bei der Verwendung von Rechnern)
leicht handhabbarer Ansatz zur Behandlung von Systemen mit Elektronen in stationdren
Zustanden. Grundlage fiir die Arbeit mit diesem Ansatz ist die Schrodingergleichung fiir
Elektronen, die ein anziehendes Potential erfahren. Deshalb wird in Abschnitt 2.1.1. kurz die
Schrodingergleichung referiert. Der Potentialtopfansatz wird fiir ein Einelektronenproblem
dargestellt (Abschnitt 2.1.2.), die wesentlichen Vereinfachungen dargestellt und
problematisiert, die Leistungen fiir einfache, analytisch l6sbare Potentiale werden gezeigt.
Erginzend zu der analytischen Losungmdoglichkeit werden in 2.1.3. graphische und numerische
Losungsverfahren fiir die Schrodingergleichung vorgestelllt, die fiir verschiene Potentialverldufe

anwendbar sind.

2.1.1. Zur quantenmechanischen Beschreibung von gebundenen Elektronen

Gebundene Elektronen sind solche in stationdren Zustdnden. Thre Behandlung ist wesentlich
einfacher als die von freien Elektronen, da keine zeitabhingigen Prozesse beriicksichtigt
werden miissen. Das Instrumentarium zur Beschreibung dieser Elektronen stellt die stationére
- also zeitunabhéngige - Schrodingergleichung dar.
Historisch beschreibt die Schrodingergleichung das Verhalten der Elektronen ausgehend von
einer Wellentheorie. "Schrodinger legte sich im Jahre 1925 die Frage vor, wie die
Wellengleichung fiir die Elektronenstrahlung lauten miisse, wenn die Hypothese von de
Broglie zutrifft. Er erriet, wie wir heute wissen, diese Gleichung im wesentlichen richtig und
zog aus ihr eine ganze Reihe von Folgerungen, die mit der Erfahrung in Einklang waren. ...
Selbstverstidndlich kann man die gesuchte Wellengleichung fiir die Elektronenstrahlung nicht
aus der Beziehung von de Broglie ableiten. ... Man mufl nur umgekehrt fordern, da3 die de-
Broglie-Beziehung aus der gesuchten grundlegenden Wellengleichung folgt." (DORING I, 1973,
S. 343)
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Das Erraten der richtigen Gleichung ist allerdings nicht ganz so willkiirlich, wie es diese
Formulierung nahelegt. Formal entspricht sie so weitgehend wie moglich der klassischen
Wellengleichung, da ihre Ergebnisse zur Deutung der experimentellen Erfahrung herangezogen
werden sollen, die in dieser historischen Phase durch den Dualismus geprégt ist. Angestrebt
wurde eine Theorie, die Wellen- und Teilchenaspekte vereinigt und eine einheitliche
Darstellung der Quantenobjekte erlaubt. Der Anfang war durch die de-Broglie-Beziehung
gegeben. Damit lag der Rahmen fest, in dem die Theorie von Schrédinger in einem kreativen
Prozel3 entworfen wurde. Die nach ihm benannte Gleichung ist das Zentrum dieser Theorie,
sie steht aber nicht isoliert da.

Im Folgenden soll versucht werden, diesen Rahmen in Anlehnung an die Darstellung bei Haken
und Wolf (HAKEN, WOLF 1983, S. 117ff.) etwas zu verdeutlichen.

Die Beziehung
(D) E=h-f oder E=#hw
verkniipft die Frequenz einer Welle mit der Energie. Die de-Broglie-Beziehung
h
2) p=x oder p=th-k

verkniipft die Wellenlinge des Quantenobjekts mit dem Impuls. Mit beiden Beziehungen
werden Verbindungen zwischen Wellengro3en (Wellenlédnge und Frequenz) und Partikelgrof3en
(Impuls und Energie) moglich. Eine umfassende Theorie zur Beschreibung von
Quantenobjekten mufl beide Gleichungen beinhalten.

Klassisch ist der Impuls p mit der Energie E {iber

2
s
2m
verkniipft. Unter Beriicksichtigung der de-Broglie-Beziehung (2) erhilt man
Rk’
3 E=
3) -
Setzt man (1) und (3) gleich, so erhdlt man
Rk’
4) ho =
2m

Die gesuchte Gleichung mufl diese Beziehung erfiillen, wenn geeignete Losungsfunktionen
benutzt werden.
Das 148t sich zunichst fiir ein freies Teilchen zeigen, das sich nur in einer Dimension bewegen
kann. Fiir dieses Problem lautet die Schrodingergleichung
(5) - h—zd—z Y= ihd—w
2m dx’ dt

Benutzt man als Losungsfunktion

y(x,t) = A cos (kx - wt)

oder in komplexer Form

(6) P(x,t)= A -
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so wird die Beziehung (4) erfiillt. Der rechte Term von Gleichung (4) resultiert aus der Ablei-
tung der y-Funktion nach der Zeit, der linke aus der Ableitung nach dem Ort. Bei einer

Erweiterung auf drei Dimensionen wird (5) zu

(o> 9° & d
e e
2m\ ox dy 97" ) ot
oder mit dem Laplace-Operator D
9 9> &
A=—+—+—
o’y oz
zu der Schrodingergleichung fiir ein freies Elektron in drei Dimensionen
H Y
5b -— Ay =ih—
(50) 2m v ot

Die Losungsfunktion (6) wird zu

(6a) W) = A .ei(kxx+kyy+kzz—wt)

Die Gleichung (5) bzw. (5b) zusammen mit der Losungsfunktion (6) bzw. (6a) kann als
sinnvoll fiir die Beschreibung eines freien Teilchens gelten, da die de-Broglie-Beziehung (2)
und die Gleichung (1) mit ihr vereinbar sind. Uber die physikalische Bedeutung der y-
Funktionswerte, erlaubte Energien bzw. Impulse ist damit noch nichts ausgesagt. Auch muf3
gekldrt werden, ob die Schrodingergleichung nur fiir freie oder fiir alle (auch die gebundenen)
Elektronen gilt.

Gebundene Elektronen halten sich nicht in einem kréiftefreien Raum auf, sie erfahren ein
Potential V. Fiir ein gebundenes Elektron muf3 das Potential in einem eingeschriankten Raum-
bereich niedriger sein als in der Umgebung. Bezieht man dieses ortsabhéngige Potential V(r) als

potentielle Energie in die Schrodingergleichung mit ein, so erhilt man
R \ d
7 -—A+V(r r,t)=ith—y(r,t
(7 ( oy ()}w( ) atUJ( )

wobel der Ausdruck
2

- h—A +V(r)=H
2m

als Hamiltonoperator H bezeichnet wird. Der Hamiltonoperator ist ein Operator fiir die Ge-
samtenergie, den man sich formal aus einem Operator fiir die kinetische Energie und dem
Operator fiir die potentielle Energie zusammengesetzt denken kann. In der obigen Form ist die
Gleichung auch fiir inhomogene, ortsabhingige Potentiale anwendbar.

Die experimentelle Erfahrung widerspricht nicht der Anwendung fiir inhomogene Potentiale;
es hat sich bewdhrt, sie auch dort als giiltig anzunehmen. Die Begriffe kinetische und
potentielle Energie sind im Rahmen der Quantenphysik etwas schwierig, da sie durch die
klassische Physik geprigt sind. Hier taucht aber nur die Gesamtenergie als Observable und

somit mef3bare GrofBe (zumindest die Energiedifferenz ist meBbar) auf, wihrend kinetische und
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potentielle Energie als Teile des Energieoperators nur zur Berechnung der Energieeigenwerte
dienen.

Sofern das Potential nicht zeitabhiingig ist, kann man eine Separation in einen zeitabhidngigen
und einen ortsabhingigen Teil durchfiihren. In einem stabilen System sind die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit und die Energie der Elektronen zumindest ndherungsweise nicht mehr
von der Zeit abhingig. 3 Zur Durchfiihrung der Separation 1d6t sich die Losungsfunktion (6a)

schreiben als

_iEt

RICETIRTG

Y(r,t)=-e™

Setzt man die Losungsfunktion in dieser Form in (7) ein und dividiert durch den Faktor e *

so erhélt man die zeitunabhéngige Schrodingergleichung
h2
®) (——A+V(l’)\ Yr)=E-y([)
2m )
oder in Kurzform

8a)  H-w(n=E-p(r)
als Basis fiir die Beschreibung von gebundenen Elektronen: Der Hamiltonoperator H als
Operator filir die Energie angewandt auf die y-Funktion ergibt als me3bare Observable den
Energieeigenwert E multipliziert mit der y-Funktion. Nur bestimmte y-Funktionen - die
Eigenfunktionen - in Kombination mit bestimmten Energien E - den Energieeigenwerten -
genligen der Schrodingergleichung. Kriterien fiir sinnvolle y-Funktionen lassen sich grof3-
tenteils durch physikalische Argumente finden.

Die y-Funktion selbst ist keiner Observablen zugeordnet, ihr kommt gewissermallen keine
eigene physikalische Realitédt zu. Durch die Anwendung des Ortsoperators auf die y-Funktion
erhilt man den Erwartungswert des Ortes: Fiir jedes r mu3 das Quadrat der y-Funktion gebil-
det werden. y2 wird als Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Elektron definiert. Aus einer
physikalisch sinnvollen Verteilung von y2(r) folgen die Randbedingungen fiir eine sinnvolle y-
Funktion, die als Eigenfunktion bezeichnet werden kann.

Fir gebundene Elektronen ist es sinnvoll, die Gesamtaufenthaltswahrscheinlichkeit des
Elektrons fiir den betrachteten Raum als 1 anzunehmen. Auch wenn der untersuchte Raum-
ausschnitt groBer gewihlt wird, darf das Integral iiber y2(r) den Wert 1 nicht iiberschreiten, die
y-Funktion muf3 normierbar sein. Um normierbar zu sein, mu3 die Funktion also qua-

dratintegrabel sein. Die y-Funktion muf3 deshalb stetig sein und fiir ++ gegen Null gehen.

3Fur real existierende Molekule kann die Zeitunabhangigkeit des Potentials nur in erster
Naherung angenommen werden. Bei T>0K treten schon durch Schwingungen und Rotationen
des Kerngeruists sowie durch Translationen der Molekile Potentialschwankungen auf, die durch
diese Naherung nicht berticksichtigt werden. Hinzu kommen die durch KernBbewegungen
verursachte Schwankungen der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der anderen Elektronen. Alle
diese Einflusse beeinflussen das Potential zeitabhangig. In erster Naherung werden die
Kernbewegungen und von ihr hervorgerufene Effekte vernachlasssigt.

-20 -



Die verschiedenen Zustdnde sollen orthogonal sein, d.h. das Integral iiber das Produkt zweier
verschiedener erlaubter y-Funktionen muB fiir den gesamten Raum Null ergeben. Mit dieser
Bedingung kann die Zahl der moéglichen Eigenfunktionen eingeschrinkt werden, da - bei
Beachtung der Normierung - jede Linearkombination von Eigenfunktionen wieder eine
Losungsfunktion der Schrodingergleichung ergibt. Durch die Orthogonalitit erreicht man, daf3
die Eigenfunktionen einen Satz voneinander linear unabhingiger Losungsfunktionen der
Schrodingergleichung bilden.

Nur Funktionen, die der stationdren Schrédingergleichung und den Randbedingungen geniigen,

sind Eigenfunktionen fiir gebundene Elektronen in stabilen Systemen.

2.1.2. Potentialtopfansatz als einfache Einelektronenniherung

Der Potentialtopfansatz ist ein einfacher quantenmechanischer Ansatz, um Ldsungen der
stationdren Schrodingergleichung fiir Systeme mit gebundenen Elektronen zu finden. Er
beschrinkt sich auf zeitunabhéngige, stationdre Zustdnde, wie man sie in stabilen Systemen
vorfindet. Zeitabhiingige Prozesse - also Anderungen von Zustinden als Funktion der Zeit -
lassen sich nicht beschreiben (Beispiele flir solche Prozesse: chemische Reaktionen, elektri-
sche Leitungsvorginge). Es lassen sich hochstens Aussagen iiber End- und Anfangszustand
eines Prozesses machen.

Der Potentialtopfansatz findet sich in vielen Biichern zu Atomphysik, um eine Einfiihrung in
die quantenmechanische Behandlung gebundener Elektronen zu geben und um die Bedeutung
der Randbedingungen fiir das Auffinden von moglichen Losungsfunktionen fiir die
Schrodingergleichung (Eigenfunktionen) zu zeigen (beispielsweise in: SCHPOLSKI 1957, S. 391
ff.; HAKEN, WOLFF 1983, S.113 ff., BETHGE, GRUBER 1990, S. 137 ff.). Fiir verschiedene Po-
tentiale (Kasten mit unendlich hohen Winden, Kasten mit endlich hohen Winden, Parabel-
potential) werden analytisch Energieeigenwerte aus erlaubten Eigenfunktionen berechnet. Ein
Bezug zu realen Systemen wird explizit nur fiir das Parabelpotential hergestellt, das ein
harmonisch schwingendes System charakterisiert. Als harmonisch schwingendes System kann
ndherungsweise ein homonukleares zweiatomiges Molekiil (H,, O,, etc.) aufgefaBt werden.
Die Schwingungsbanden im IR-Spektrum kdnnen so gedeutet werden. Der Potentialtopf mit
endlich hohen, unendlich dicken Winden (Potentialgrube) wird z.B. bei Schpolski (SCHPOLSKI
1953, S. 395) als Modellsystem fiir Elektronen im Innern eines Metalls eingefiihrt, um das
Ferminiveau und daraus folgende Phédnomene qualitativ zu erkldren. Erst bei endlich dicken
Wiénden wird der Bezug zu experimentellen Daten (Austrittsstrome verschiedener Metalle bei
unterschiedlichen Spannungen) hergestellt, der sich allerdings nicht auf die Energieeigenwerte
und Eigenfunktionen, sondern auf den Tunneleffekt stiitzt.

Der Potentialtopfansatz ist eine Einelektronennéherung, mit dem das Verhalten eines einzel-
nen Elektrons in einem gegebenen Potential untersucht wird. Sadmtliche Einfliisse, die

Atomkerne und andere Elektronen auf das zu untersuchende Elektron ausiiben, werden durch
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das Gesamtpotential V(r) ausgedriickt. Bei einem System mit gebundenen Elektronen ist das
Potential in dem Anziehungsbereich der Atomkerne niedrig und erhoht sich, wenn man sich
weiter von den Atomkernen entfernt, so dafl der Raum, in dem sich Elektronen aufhalten
konnen, durch ein Potential beschrénkt wird. Die graphische Darstellung des Potentialverlaufs
zeigt die Form eines "Topfes", mit einem Minimum iiber einen mehr oder weniger
ausgedehnten Bereich in der Mitte und einem relativ steil ansteigenden Potential an den
Topfwinden .

Wenn mehrere Elektronen vorhanden sind, wird das Problem weiterhin als Einteilchenni-
herung behandelt. Man setzt voraus, daf3 alle Elektronen voneinander unabhingig sind, so
konnen die aus der Aufenthaltswahrscheinlichkeit jedes einzelnen Elektrons resultierenden
Coulombpotentiale in das Gesamtpotential mit hineingerechnet werden. Dabei wird ver-
nachldssigt, dal durch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des n-ten Elektrons die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit aller anderen n-1 Elektronen beeinflufit wird. Dies grenzt eine einfache
Einteilchennédherung von allen self-consistent-field Methoden ab, bei denen die Wech-
selwirkungen zwischen den einzelnen Elektronen eine zentrale Rolle bei der Suche nach dem
energetisch gilinstigsten Gesamtzustand spielen. Die Elektronen werden - in Analogie zur
Thermodynamik - als ideales Elektronengas aufgefaf3t 4, um zu unterstreichen, dafl es sich um
voneinander unabhéngige Objekte handelt. Alle Elektronen "sehen" ndherungsweise das gleiche
Potential, so daB ein Losungsverfahren fiir ein Einteilchenpotential angewandt werden kann,
auch wenn sich mehrere Elektronen in dem System befinden. Dies beinhaltet, dall die Summe
der Wechselwirkungen des n-ten Elektrons mit allen n-1 Elektronen fiir jedes der n-Elektronen
vergleichbar ist. Soweit es die Coulombanteile der Elektron-Elektron-Wechselwirkungen
betrifft, ist die Ndherung relativ unproblematisch fiir zwei Elektronen, die sich nur im Spin
unterscheiden (Bindungselektronenpaar in einer chemischen Bindung) sowie flir Systeme mit
relativ vielen Elektronen (p-Elektronensysteme bei Farbstoffen, Metalle). Problematisch ist
sie bei wenigen Elektronen in verschiedenen Zustdnden (kompliziertere Atome, Beschreibung
von Molekiilen mit s-Elektronen in verschiedenen Zustinden oder von s- und p-Elektronen
nebeneinander).

Fiir einfache Potentiale ist das Problem analytisch l6sbar. > Der einfachste Fall ist ein eindi-
mensionaler Potentialtopf der Lange L mit unendlich hohen Winden, bei dem das Potential im
Innern konstant als Null gesetzt wird. Die Randbedingungen der Stetigkeit und der
Normierbarkeit sind erfiillt, wenn die y-Funktion fiir x = 0 und x = L den Wert Null annimmt.

Das Problem ist nun in Analogie zu stehenden mechanischen(Seil-)Wellen 16sbar. Die

4s. dazu S.L. ALTMANN (1970): Band Theory of Metals - The Elements; Pergamon Press,
Oxford, S. 42

5 Zum Verfahren und zu den Ergebnissen der analytischen Behandlung von Elektronen in
verschiedenen Potentialen sei auf die Literatur verwiesen. Dies soll nur insofern Inhalt der
vorliegenden Arbeit sein, wie es zum Verstandnis der numerischen Verfahren von Bedeutung
ist.
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Losungen findet man in vielen Lehrblichern zur Quantenphysik, zur physikalischen Chemie
etc. (SCHPOLSKI 1957, S.391ft.), (SCHMIDTKE 1987, S.45ff.), (HAKEN, WOLFF 1983, S.113
ff.). Nach dem gleichen Schema lassen sich das Teilchen im dreidimensionalen Kasten mit
unendlich hohen Wénden (BARROWS 1983, S.52 {f.) und das Teilchen in einem zum Ring ge-

schlossenen "eindimensionalen" Potential behandeln (HEILBRONNER / BOCK 1978).

Mit einem derart einfachen Modell fiir ein System mit gebundenen Elektronen 146t sich schon

folgendes erkennen:

- Es sind nur bestimmte Zustinde - die Eigenzustéinde - erlaubt, die sich durch eine Fi-
genfunktion und diskrete Energieeigenwerte kennzeichnen lassen.

- Die Eigenfunktion kann benutzt werden, um die zeitunabhingige Verteilung der Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen innerhalb des Systems zu bestimmen, indem
man das Quadrat y2(x) bildet.

- Der tiefste mogliche Energieeigenwert (der Grundzustand) ist immer grofer als Null
(wenn das Potential innerhalb des "Topfes" Null gesetzt wurde), da ein Zustand mit der
Quantenzahl n = 0 gegen die Normierungsbedingung verstoen wiirde; Ausnahme: zykli-
sche Systeme.

- Die Zustandsdichte n(E) nimmt mit der Systemgrof3e zu.

Der Potentialkasten als einfachstes, quantenmechanisches System mit gebundenen Elektronen

zeigt schon gut, wie die Beschreibung durch einen mathematischen Formalismus

(Schrédingergleichung und deren Losung unter Beachtung der Randbedingungen) auf

wesentliche Ideen des Quantenkonzepts (diskrete Eigenwerte, Aufenthaltswahrscheinlichkeit)

abgestimmt werden kann. Insbesondere die Abhéngigkeit der Energieeigenwerte von der

Systemgrofe und deren Entartung bei dreidimensionalen Systemen 1d6t sich auch bei dieser

sehr groben Modellierung mit unendlich hohen Potentialwdnden schon gut erkennen.

Der entscheidende Nachteil ist sicherlich der mangelnde Bezug zu realen Systemen: es ist eine

sehr grobe Niherung, unendlich hohe Potentialspriinge anzunehmen! Reale Systeme lassen

sich nicht realistisch mit dem Potentialtopf mir unendlich hohen Wianden modellieren. Ein

System mit unendlich hohen Winden wiirde unendlich viele Eigenzustinde mit unendlich

vielen Energieeigenwerten aufweisen, so dal bei jeder moglichen Energiezufuhr nur eine

Anregung, aber keine lonisierung erfolgt. Jedes reale System kann aber durch eine endliche

Energiezufuhr ionisiert werden.

Man erhélt eher qualitative Information iiber die Existenz von Energieeigenwerten und ihre

relative Lage, die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen y2(r) kann hauptséchlich iiber

die Zahl und Lage der Knoten beurteilt werden. Man erhédlt nur beschriankte Informationen
iiber die raumliche Ausbreitung der Elektronen innerhalb des Systems, da es nur ein "drinnen"
und "drauBen" gibt und nicht die fiir Systeme der atomaren GroBenordnung typische, etwas

diffuse Randzone mit geringer werdender Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen.
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Durch die Unstetigkeit des Potentials scheiden von vornherein alle Losungsfunktionen aus, die
an dieser Stelle ungleich Null sind.

Die Modellierung eines Systems durch einen Potentialkasten mit unendlich hohen Wénden hat
sich bei der Modellierung linearer Farbstoffmolekiile bewdhrt (FORSTERLING, KUHN 1983,
93ff.), um an einem einfachen Beispiel die Konsequenzen der Schrodingergleichung fiir ein
Quantensystem zu zeigen. Bei diesen Molekiilen liegt eine mehr oder weniger grole Anzahl
von p-Elektronen vor, die ndherungsweise als wechselwirkungsfrei betrachtet werden, so daf3
eine Einteilchenndherung zur Losung der Schrodingergleichung benutzt werden kann. Die
Modellierung durch einen Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden und die analytische
Losung des Problems ergibt stationdre Zusténde, die alleine von der Systemgrof3e und der Zahl
der vorhandenen p-Elektronen bestimmt sind. Hier kann ein direkter Bezug zu experimentellen
Daten hergestellt werden, indem die Absorptionsspektren aus der Lage der Energieniveaus
erklart werden. Fiir Probleme dieser Art und auch in Teilen der Festkorperphysik hat sich der
Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden bewéhrt. (s. dazu auch Kapitetl 4.2.2.)

Bei der Modellierung einzelner Atome oder kleinerer Molekiile durch einen Potentialtopf mit
unendlich hohen Wénden lassen sich eher qualitative und halbquantitative Aussagen treffen
zur Existenz diskreter Energieniveaus und zu ihrer Verkniipfung mit den Eigenfunktionen
(z.B. in der Art: Je mehr Knoten die Eigenfunktion hat, desto hoher wird die Energie - oder - je
grofer das System wird, desto niedriger wird die Energie und desto dichter liegen die Eigen-
werte beieinander.)

Eine stirkere Anndherung an reale Systeme erlauben endlich hohe Wénde des Potentialtopfs.
Hier soll nur kurz auf die analytischen Losungsverfahren fiir spezielle Potentiale eingegangen
werden, die fiir einfache Potentialverldufe geschlossene Losungen ermoglichen. Insbesondere
der quantenmechanische harmonische Oszillator wird oft als Beispiel fiir ein eindimensionales
System mit einfachem, ortsabhéngigem Potential behandelt (SCHPOLSKI; BETHGE, GRUBER).
Das Prinzip soll hier am Beispiel des Stufenpotentials (Potentialtopf mit geraden, endlich
hohen Winden) charakterisiert werden, um den Bezug zu numerischen Losungsverfahren
herzustellen.

Die Herangehensweise ist dhnlich wie bei dem Problem eines Elektrons, das auf eine Poten-
tialschwelle trifft und mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit reflektiert oder durchgelassen
wird (Tunneleffekt). Das auf eine Potentialschwelle treffende Elektron wird z.B. bei Schpolski
(SCHPOLSKI 1953, S.375 ff.) und Bethge / Gruber (BETHGE, GRUBER 1990, S.138 ff.) in
Analogie zur Wellenoptik (Lichtwelle trifft auf ein brechendes Medium) behandelt. Der
Losungsweg 146t sich wie folgt charakterisieren: "Wir stellen die Schrodingergleichung einzeln
fiir das Gebiet [ (mit dem Potential V= 0/ H.C.) und fiir das Gebiet Il (mit dem Potential V =
Vy /H.C.) auf und suchen die Losungen in beiden Fillen, d.h. die Funktionen y; und y,. Da

die Funktion y im ganzen Raum stetig sein muf3, fordern wir, dafl an der Grenze der Gebiete,
an der der Potentialsprung stattfindet, die Funktionen y; und y, einander gleich werden. Wie
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weiter gezeigt wird, muB3 an der Grenze beider Gebiete nicht nur die Funktion y selbst,
sondern auch ihre erste Ableitung stetig sein." (SCHPOLSKI 1953, S.375)

In Analogie zur Wellengleichung und deren Losungsfunktion fiir optische Wellen wird die
Losungsfunktion fiir die Schrodingergleichung gesucht. Die Analogie geht auf die de Broglie-

Beziehung (2) zurtick:
h
P=3
. 27
oder mit der Wellenzahl k k = T
bk
P 21

Die de-Broglie-Beziehung wird mit der klassischen Beziehung
2

s
2m
verkniipft, sa daB fiir die Wellenzahl eines Elektrons folgt
2
k2=8nn21 k2=2m2E
h oder k

Die Wellenzahl k charakterisiert die Losungsfunktion y(x):

Y(x) = A, sin(kx)
Diese Beziehung fiir die Wellenzahl k gilt fiir freie Elektronen, die nur kinetische Energie
aufweisen. Um fiir gebundene Elektronen anwendbar zu sein, wird die Energie E gleichgesetzt
mit dem Term der Schrodingergleichung, der als kinetische Energie interpretiert werden
konnte, wenn man die Gesamtenergie E formal als Summe von potentieller Energie V und
kinetischer Energie £ auffa3t. Man hat auf diesem Wege eine Bestimmungsgleichung fiir die
Losungsfunktion der Schrodingergleichung gefunden, die die Wellenzahl der Wellenfunktion in

Abhéngigkeit von der Gesamtenergie und dem Potential angibt:

, 2
©) k =k—T(E—v<r>>

Die Gleichung (9) legt zusammen mit den Randbedingungen der Stetigkeit und Normierbarkeit
die Losungsfunktion fest. Zundchst wird durch eine formale Analogie zur Wellenoptik eine
ganze Schar von Losungsfunktionen mit beliebiger Wellenzahl — vorgegeben. Durch die
Quantenphysik werden einerseits die Randbedingungen zur Auswahl moglicher Eigenfunk-
tionen gesetzt und andererseits die Interpretation der Eigenfunktion und der Energieeigenwerte
ermoglicht.

Angewandt auf die Potentialschwelle oder den Potentialkasten endlicher Tiefe bedeutet das,
daf fiir jeden Bereich homogenen Potentials getrennt die Losungsfunktionen mit unter-
schiedlichen, potentialabhéngigen Wellenzahlen zu einer bestimmten Energie E gemal (9)

bestimmt wird. Eine Eigenfunktion (zusammengesetzt aus mehreren Teilfunktionen) liegt dann
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vor, wenn die Gesamtfunktion normierbar ist (also fiir *gegen Null geht) sowie die
Eigenfunktion in jedem Punkt stetig und stetig differenzierbar ist.
In Analogie zur Wellenoptik kann die Wirkung des Potentials als die eines brechenden Me-

diums mit dem Brechungsindex n fiir die Elektronenwellen aufgefal3t werden:
V(r) 2
l-——=n

Bei einem positiven n2 wire die Wellenzahl kleiner als im potentialfreien Raum, bei einem
negativen n2 wird der Brechungsindex imagindr und der Funktionsverlauf exponentiell
wachsend oder abnehmend. Physikalisch sinnvoll (weil normierbar) sind nur solche Funk-
tionen, deren Funktionswert fiir rAe auf Null zuriickgeht. Damit gehen die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeiten bei den Eigenzustinden des gebundenen Elektrons im klassisch verbo-
tenen Gebiet exponentiell auf Null zuriick. Fine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit im

klassisch verbotenen Bereich ist physikalisch sinnvoll, da sie den Tunneleffekt erklért.

2.1.3. Graphisches bzw. numerisches Losungsverfahren fiir die Schrodinger-
gleichung

Ein einfaches graphisches bzw. numerisches Verfahren zur Losung der Schrodingergleichung
fiir Einelektronenprobleme ergéinzt die vorgestellten analytischen Verfahren mit geschlossenen
Losungen flir Stufenpotentiale. Die Bereiche konstanten Potentials erstrecken sich beim
analytischen Verfahren iiber Abstinde, die im Bereich einer Wellenldnge der Eigenfunktionen
liegen. Die geschlossene Losung benutzt explizit die Wellenlidnge (oder gleichbedeutend die
Wellenzahl), die aus der Schrodingergleichung fiir jeden Raumbereich konstanten Potentials
ermittelt wird. Wahlt man die Bereiche konstanten Potentials sehr kurz, treten zumindest
begriffliche Schwierigkeiten auf, da die Wellenldnge oder Wellenzahl schwer zu definieren ist.
Fiir eine realititsndhere Modellierung wére es aber wiinschenwert, sich stetig dndernde
Potentiale vorgeben zu konnen. Fiir solche Probleme existieren nur noch in Ausnahmefillen
geschlossene Losungen der Schrodingergleichung. ¢

Mit einem numerischen Verfahren kann selbst bei genau bekanntem Potentialverlauf grund-
sdtzlich nur eine Ndherungslosung ermittelt werden. 7 Die Schrodingergleichung wird als
Rechenvorschrift benutzt, um bei bekannter Energie E und einem bekannten Potentialverlauf
V(r) mogliche Losungsfunktionen y(r) zu gewinnen. Aus der Menge der moglichen
Losungsfunktionen werden durch die Randbedingungen Eigenfunktionen herausgesucht, deren

Energie dem Energieeigenwert entspricht. Die Umsetzung der Schrodingergleichung in eine

6 Schwingungsprobleme wie beim quantenmechanischen harmonischen Oszillator lassen
sich geschlossen losen, da auch in dieser Grolenordnung das lineare Kraftgesetz als gultig
angenommen werden kann.

7 Selbst wenn man annimmt, daf} das Potentials genau bekannt ist, lassen sich nur
Niaherungslosungen angeben, wahrend bei den geschlossen losbaren Problemen bei genau
bekanntem Potential genaue Eigenwerte und Eigenfunktionen ermittelt werden konnen.
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Rechenvorschrift braucht bei den numerischen Verfahren nicht mehr so stark die Analogie zur
stehenden Seilwelle aufgreifen wie die analytischen Verfahren und umgeht so zumindest einige
begriffliche Schwierigkeiten.

Betrachtet man die stationdre Schrddingergleichung (8) rein formal, so verbindet sie die 2.
Ableitung der y-Funktion mit der y-Funktion selbst. Fiir jedes x geniigt die zweite Ableitung

(Anderung der Steigung = Kriimmung) der y-Funktion der Gleichung:
(10) d*y(x) 2m

= (E- V() y(r)
Damit lassen sich Aussagen iiber den lokalen Verlauf der Losungsfunktion in Abhéingigkeit

x> h

von der Gesamtenergie E, dem lokalen Potential V und dem lokalen Funktionswert y(r) gewin-
nen. Zur Erlduterung der Beziehung (10) wird oft auf Analogien zur klassische Wellenglei-
chung hingewiesen. Im Rahmen der Numerik kann man die Analogien auf die Kriimmung
beschrinken (BETHGE, GRUBER 1990, S.143; NIEDDERER 1990) und auf die lokale
Wellenzahl (KOONIN 1986, S.60) oder auf die lokale Wellenlinge (NIEDDERER 1983,
NUFFIELD 1971) verzichten.
Zur Abhéngigkeit von E:
Je hoher die Energie ist, desto hoher wird der Wert der zweiten Ableitung, die Kriim-
mung nimmt {iberall zu. Damit nimmt auch die Zahl der Knoten zu, die einzelnen
Energieeigenwerte der n Zustdnde unterscheiden sich jeweils um eine Knotenzahl.
Zur Abhangigkeit von V:
Ist V<E, so weisen der Funktionswert y(x) und die zweite Ableitung entgegengesetzte
Vorzeichen auf, d.h. die y-Funktion ist zur Achse hin gekriimmt (wie es das Kennzei-
chen einer Sinus- oder Cosinusfunktion ist). Diese Gebiete sind auch klassisch erlaubte
Gebiete fiir das Elektron. Bei V>E weisen der Funktionswert y(x) und seine zweite
Ableitung das gleiche Vorzeichen auf, so da3 die Kurve von der Achse weg gekriimmt ist
(wie es das Kennzeichen einer e-Funktion ist). Klassisch wire dies Gebiet fiir
Elektronen verboten.
Zur Abhingigkeit von y:
Durch die Proportionalitit zu y(x) wird die Kriimmung umso stirker, je grofer y wird.
Bei V<E wird die Kurve bei hohen y-Werten wieder stirker zur Achse hin gekrimmt (-
> Sinus, Cosinus), bei V>E wird die Kriimmung von der Achse weg bei hohen y-Werte
noch stirker (exponentielles Wachstum der y-Funktion).
Diese qualitativen Aussagen iiber den Verlauf der Losungsfunktion sind als Vorgaben um-

setzbar in ein numerisches Verfahren. Ein Startwert fiir y(Xg,¢) = 0 wird vorgegeben, fiir

dieses y wird die Kriimmung berechnet, mit der die Kurve weitergezeichnet werden muf.
Durch die vorgegebene Schrittweite wird die Kurve mit const. Krimmung von (Xggapt) bis (Xgtart

+ Dx) weitergezeichnet. Der resultierende y-Wert wird als neuer Startwert fiir die Berechnung

der Kriimmung genommen und die y-Funktion wird step-by-step weitergezeichnet.
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In dieser einfachen Form kann eine nicht skalierte y-Funktion auch mit Modellbildungssy-
stemen - wie STELLA oder Mobile - fiir analytisch vorgegebene Potentiale konstruiert wer-
den. Das Verfahren wird allerdings sehr viel aufwendiger, wenn die Normierung und eine
automatische Eigenwertsuche vom Rechner {ibernommen werden sollen.

Die Normierungsbedingung
i) =1

setzt die Skalierung der y-Achse, die erst nach der Berechnung der y-Funktion erfolgt. Der
Nullpunkt der Energie kann zunédchst willkiirlich gesetzt werden, da nur die Differenz E-V in
die Berechnung mit eingeht.

Eine sinnvolle Losung liegt nur dann vor, wenn die Randbedingungen erfiillt sind. Durch die
Forderung der Normierbarkeit scheiden alle Losungen aus, deren Energiewert grofer ist als die
Potentialwerte V(x=+0). Das Teilchen wiirde in diesem Fall durch eine harmonische Funktion
y(x) fiir eine freies Teilchen beschrieben werden, da3 nicht mehr gebunden ist. Die Funktion
wire nicht mehr quadratisch integierbar. Fiir Energiewerte, die kleiner sind als die
Potentialwerte V(x=%o0), kann die Losung im klassisch verbotenen Bereich in Spezialfillen
gegen Null konvergieren oder im Regelfall gegen +oo ansteigen. Quadratisch integrierbar sind
nur die gegen Null konvergierenden Losungen, so daB3 nur sie als Eigenfunktionen bezeichnet
werden konnen.

Bei der Umsetzung in ein Rechnerprogramm kann neben der Normierungsbedingung auch auf
die Stetigkeitsbedingung zuriickgegriffen werden. 8 Greift man auf die Normierungsbedingung
zuriick, so scheiden alle Losungen aus, die bei X,j, = -0 und X5, = +* ungleich Null sind. °
Waire in diesem Bereich die Funktion y(x)>0, wiirde sie sehr schnell gegen ++ wachsen und
nicht quadratintegrabel sein. Physikalisch ist diese Randbedingung unmittelbar einsichtig, da

gebundene Elektronen innerhalb eines eingegrenzten Gebiets lokalisiert sind. .
Eine Umsetzung in ein Programm kann von dem Punkt x,;, ausgehend die y-Werte

punktweise fortschreitend bis x,,,, berechnen. Liefert entweder die Integration von y2 iiber x
verschwindende Werte fiir den Bereich, in dem E>V bzw. geht die y-Funktion fiir x,,,,, gegen
+e, so liegt keine Eigenfunktion vor. Diese Bedingung fiir eine Eigenfunktion ist etwas
problematisch bei der Umsetzung in ein Programm, da fiir die Skalierung der y-Achse eine
Normierung nétig ist, fiir die iiber das Quadrat der y-Werte integriert werden muf3. Eine
Integration tiber y-Werte, die gegen * laufen, fiihrt zu erheblichen numerischen Problemen. Mit

einem entsprechenden Rechnerprogramm diirften deshalb nur y-Funktionen gezeichnet

8 Auf die Normierungsbedingung greifen das Nuffield- Curriculum (NUFFIELD 1971)
und Niedderer (NIEDDERER 1983) fur die Umsetzung in ein Programm sowie Bethge / Gruber
(BETHGE / GRUBER 1990) zur qualitativen Diskussion von Losungen der Schrodingergleichung
zuruck.

? Selbstverstandlich muf} diese Aussage durch sinnvolle Werte sowohl fur Xyjp = -

© Xmax +° als auch fur 1(x) = 0 angenédhert werden.

-8 -



werden, die normierbare Eigenfunktionen sind. Andere Funktionen koénnen nur ohne Skalie-
rung der y-Achse dargestellt werden.

Aufgrund dieser Probleme schlidgt Koonin vor, (KOONIN 1986, S. 60) bei einem Programm zur
automatischen Eigenwertsuche auf die leichter handhabbare Bedingung der Stetigkeit sowohl
der Funktion selbst als auch ihrer 1. Ableitung zuriickzugreifen. Die y-Funktion wird
gleichzeitig von X.,;, ausgehend zu groBeren x-Werten (y>) und von x,,, ausgehend zu
kleineren x-Werten (y<) hin konstruiert. Durch eine geeignete Normierung sind beide
Funktionswerte (y> und y<) gleich groB3. Eine Eigenfunktion liegt vor, wenn die beiden
Funktionen glatt ineinander {ibergehen, also deren 1. Ableitung nach dem Ort identisch ist.
Beide Verfahren liefern im Endeffekt brauchbare Ergebnisse, nur ist die Eigenwertsuche mit
dem ersten Verfahren physikalisch einsichtiger: Ein Eigenzustand des gebundenen Elektrons
kann nur dann vorliegen, wenn die Aufenthaltswahrscheinlichkeit innerhalb des Systems
maximal ist, Zustdnde mit einer gegen unendlich wachsenden Aufenthaltswahrscheinlichkeit
auBlerhalb des Systems sind nicht sinnvoll. Gegen eine solche Abbruchbedingung spricht, daf3
sie mit dem Rechner nicht so leicht handhabbar ist wie die zweite: Eine Funktion, die gegen
unendlich strebt, ist nicht mehr normierbar und somit schlecht oder gar nicht zu zeichnen,
wenn die Normierung vom Programm {ibernommen wird (was sinnvoll ist). Beriicksichtigt
man Vor- und Nachteile der Abbruchbedingungen, so schlieBen sich eine physikalisch
unmittelbar einsichtige Abbruchbedingung und eine numerisch leicht handhbabbare

Abbruchbedingung gegenseitig aus.

Zusammenfassung:

Das numerische Verfahren bestimmt nur N&herungslosungen der Schrodingergleichung und
benétigt nicht - wie bei analytischen Losungsverfahren - die Angabe von KenngréBen der
Losungsfunktionen wie die Wellenldnge oder Wellenzahl. 10 Die Naherungslosung wird ge-
wonnen, indem die Schrodingergleichung als eine Anweisung zur abschnittsweisen Kon-
struktion einer Losungsfunktion beniitzt wird. Fiir die Konstruktion der y-Funktion ist die
Kriimmung zentral, sinnvolle Losungen miissen durch physikalisch begriindete Rand-
bedingungen ausgewihlt werden. Die Niherungslosung wird nur graphisch dargestellt, die zu-
gehorige mathematische Funktion des Kurvenzug wird nicht als Formel angegeben.

Soll die Néherungslosung durch eine Funktion dargestellt werden, so kann man die numerisch
gewonnene Losung als eine Summe von einfachen, analytisch darstellbaren Funktionen aus-
driicken. Diese einfachen Funktionen sind normierte, zueinander orthogonale Lo-

sungsfunktionen der Schrédingergleichung fiir ein ungestortes Potential.

10 Bei der Umsetzung in ein numerisches Verfahren braucht nicht auf eine der von Wiesner
(Wiesner 1989 b) skizzierten drei Typen von SchluBBketten zuriickgegriffen werden, die er bei
analytischen Verfahren zum Potentialtopf kritisiert. Der Impuls, der bei analytischen Verfahren
eine zentrale Rolle spielt, hat bei der numerischen Konstruktion einer moglichen
Losungsfunktion der Schrodingergleichung keine unmittelbare Bedeutung.
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Ein solches Vorgehen ist hier nicht beabsichtigt. Die Konsequenzen sollen aber kurz dar-
gestellt werden: Gibt man die numerisch gewonnene Losungsfunktion als eine Summe von
ungestorten Wellenfunktionen mit jeweils konstanter Wellenldnge an, kann man der resul-
tierenden Losungsfunktion keine Wellenldnge - auch keine ortsabhidngige Wellenldnge 1(r) -
mehr zuordnen. Dem numerischen Verfahren angepaliter diirfte deshalb - wie oben dargestellt -
der Begrift Kriimmung sein, der zur Beschreibung des lokalen Verhaltens der y-Funktion

ausreicht.

2.2. Didaktische Uberlegungen auf der Grundlage von Ergebnissen aus
Untersuchungen zum Schiilervorverstindnis

Die Quantenphysik gilt im Unterricht als ein schwieriges Gebiet, das nicht unbedingt in der
gymnasialen Oberstufe unterrichtet werden muf3. Die Inhalte gelten als recht theoretisch (und
damit schwierig), teilweise spekulativ und wenig anwendungsbezogen. In der Arbeitsgruppe
Niedderer wurden Untersuchungen zum Schiilervorversténdnis in verschiedenen Bereichen des
Physikunterrichts - insbesondere der Atomphysik - durchgefiihrt, die die speziellen Probleme
beim Quantenphysikunterricht aufzeigen. In der Arbeit von Bethge (BETHGE 1988) wurden
Untersuchungen zum Schiilervorverstdndnis vor und nach dem Unterricht zu verschiedenen
Gebieten der Atomphysik durchgefiihrt und ausgewertet. Die Ergebnisse dieser Untersuchung
werden hier nur so weit dargestellt, wie es fiir das Problem der gebundenen Elektronen
relevant ist. Die Ergebnisse dieser und anderer Untersuchungen werden zur Planung von
Unterricht und speziell zur Beriicksichtigung von typischen Lernproblemen der Schiiler beim
Lernen von Quantenphysik herangezogen.

Vorangestellt ist ein Abschnitt, der dem Erklidren gewidmet ist. Ein anwendungsorientierter
Unterricht zur Quantenphysik widmet sich der Erkldrung von Phénomenen, so daB3 hierzu

kurz etwas gesagt werden soll.

2.2.1. Rolle des Erklirens im Unterricht zur Quantenphysik

Da naturwissenschaftlicher Unterricht nicht nur Lernen von Physik, sondern auch Lernen tiber
Physik ist, muB3 die wissenschaftliche Methode der Naturwissenschaft Physik mit
unterrichtet werden. Die Theorie mul3 sich bewéhren, es mull ausgelotet werden, was sie
erklart und wie befriedigend sie es erkldrt. Nur so kann sich ein Gefiihl dafiir entwickeln, wie
leistungsfdhig die Theorie ist, nur so kann sie dem Schiiler bei der Entwicklung eines Konzepts
"Quant" helfen. Eine Forderung z.B. von VOLLMER an die Didaktik ist: "Versuche, eine
Theorie tliber die Probleme zu charakterisieren, die sie 16st oder 16sen soll!". Die Begriindung
dafiir: "Wissenschaft beginnt und endet mit Problemen. Das Verstindnis einer Theorie beginnt
und endet mit dem Verstdndnis ihrer Probleme." (VOLLMER 1990,. S.19)

Nicht die Bildung einer neuen Theorie ist in der Wissenschaft der "Normalfall", sondern die

Bewidhrung einer Theorie bei der Deutung von Phdnomen und das Ausloten ihres
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Geltungsbereiches. "Die Verbesserung dieser Ubereinstimmung oder das Auffinden neuer
Gebiete, auf denen diese Ubereinstimmung iiberhaupt demonstriert werden kann, sind ein
bestindiger Priifstein fiir das Geschick und die Vorstellungskraft des Experimentators oder
Beobachters. (T.S. KUHN 1967, S. 40)

So wie in der Wissenschaft Physik neben den revolutiondren Phasen mit der Etablierung einer
neuen Idee die Normalwissenschaft mit der Bewdhrung und Anwendung gehort, gehdrt zum
Lernen iiber Physik in jedem Themenbereich neben der Einfiihrung einer Theorie auch die
Anwendung der Theorie zur Losung von Problemen und zur Deutung von Phdnomenen. Fiir
andere Themenbereiche wie z.B. Elektrizittslehre ist das langst selbstverstidndlich, nicht aber
fiir die Quantenmechanik. Den heutigen Zustand der Wissenschaft Quantenmechanik
charakterisiert PRIMAS: "Heute ist die Quantenmechanik mehr als ein halbes Jahrhunder alt,
ihr mathematischer Formalismus wurde immer weiter perfektioniert und ist empirisch
immerfort an einer Fiille verschiedenster Erfahrungen bestitigt worden. Sie ist heute wohl die
empirisch am besten verifizierte Theorie iiberhaupt; bis heute ist nicht eine einzige Erfahrung
gefunden worden, die der Quantenmechanik glaubwiirdig widerspriche." (PRIMAS 1985,
S.114)

Die Quantenmechanik ist also schon ldngst dem Stadium der revolutiondren Wissenschaft
(Terminologie nach T.S. KUHN) entwachsen und zur Normalwissenschaft geworden - dies
sollte auch in der Schule deutlich werden, indem Anwendungen und Erkldrungen iiber die
Quantenmechanik mit unterrichtet werden.

Mit einer stirkeren Berlicksichtigung von Anwendungen beriicksichtigt man stirker den
Aspekt des Erkldrens. "Erkldrungsbediirfnis ist vielleicht das stirkste Motiv des
Physiklernens. Mul3 man aber frither oder spéter dieses Bediirfnis enttduschen, so wird man
Ablehnung erzeugen." (JUNG 1979, S. 6)

Das Erkldaren ist gerade fliir den Quantenmechanikunterricht wichtig, um zu einer
Theoriebildung beizutragen. Wird im Unterricht nicht deutlich, welche Phdnomene mit der
Quantenmechanik erklart werden konnen, so kann man nicht erwarten, daf3 Schiiler dieses
selbstindig erkennen. Weil die Quantenmechanik sehr weit vom Alltag entfernt ist, muf} hier
mehr noch als in anderen Sachgebieten der Physik die Beschreibung und Erklarung bisher
unverstandener Phinomene Unterrichtsthema sein. ! Die Phdnomene sollen auf ein mdglichst
einfaches Begriffssystem zuriickgefithrt werden. 12 Dagegen wird man im Rahmen des
Quantenmechanikunterrichts kaum aus der Theorie neue Phanomene vorhersagen kénnen. Die
Quantenmechanik sagt z.B. Aufenthaltswahrscheinlichkeiten und Energieeigenwerte bei

Molekiilen vorher. Der Weg von diesen Gréfen im Mikrokosmos zu beobachtbaren

1 s. dazu G.H. VON WRIGHT (1974): Erklaren und Verstehen; Frankfurt 1974, S 16
12 s. dazu auch P. BERGER: Philosophische Grundgedanken zur Struktur der Physik;
Vieweg Verlag, Braunschweig 1973
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Phinomenen im Mesokosmos ist schon alleine durch den Sprung zwischen den Gro-
Benordnungen lénger als in anderen Gebieten der Physik.

Die beobachtbaren Phidnomene entstammen durchaus der Lebenswelt (z.B. Glanz, Farbe,
Durchsichtigkeit, Hérte, elektrische Leitfahigkeit), es ist aber nicht auf den ersten Blick
erkennbar, daB sie sich quantenmechanisch erkldren lassen. Die Argumentationskette ist relativ
lang, verglichen mit anderen Gebieten der Physik. Die Quantenphysik ist z.B. in der Lage,
verschiedene Stoffeigenschaften - wie die unterschiedliche el. Leitfahigkeit der Stoffe - zu
erkldren, die in anderen Gebieten der Physik als gegeben angesehen werden.

Das Experiment gewinnt dabei den Charakter zuriick, den es auch in der Forschung hat. Es
gibt Antworten auf Fragen, die an die Natur gestellt werden. Die Fragen resultieren aus dem
Vorverstindnis, es werden Hypothesen gebildet, die experimentell iliberpriift werden. Ur-
sachen fiir diese Fragen konnen z.B. Alltagserfahrungen sein, die nur innerhalb von
Alltagswissen nicht erkldrt werden konnen. Die Problematisierung solcher Erfahrungen im
Unterricht ist eine Alternative zu der Vorgehensweise, durch Experimente mit hohem wissen-
schaftlichen Anspruch eine kiinstliche Realitdt aufzubauen, die fiir Schiiler nicht fa3bar ist. In
einem anwendungsorientierten und fiir Schiiler interessanten Unterricht geht es darum, durch
das Experiment Beziige zur Alltagswelt herzustellen und sie durch das Experiment und die
Theorie verstidndlich zu machen bzw. einen anderen, physikalischen Ansatz zur Deutung und
Erklarung von Alltagsphdnomenen erfahrbar zu machen. Der physikalische Ansatz ist dabei
einer von mehreren prinzipiell mdglichen (neben dem von Alltagsvorstellungen geprigten
Ansatz, chemischen, technischen, kiinstlerischen usw.) Ansitzen.

Um Probleme fiir den Quantenmechanikunterricht zu gewinnen, miissen die All-
tagsphdnomene durch Experimente transformiert werden - es miissen "reine" Phénomene
geschaffen werden; z.B. wird in einer ersten Stufe Farbe zunichst auf die Absorption von
elektromagnetischer Strahlung bestimmter Frequenz zurilickgefiihrt. Erst in einer zweiten Stufe
wird die Tatsache, da} ein bestimmter Stoff eine Strahlung bestimmter Frequenz absorbiert,
auf die Quantenmechanik zuriickgefiihrt.

Auch das gehort zum Lernen iiber Physik: Ein grofler Teil der Experimente - insbesondere der
Demonstrationsexperimente - beschéftigt sich mit der Produktion solcher reinen Phédnomene,
um etwas sichtbar und der physikalischen Erkldrung leichter zugidnglich zu machen.

Das so eingesetzte Experiment ist kein Beweis fiir die Richtigkeit einer Theorie, es illustriert
sie ledig,lich.1313 In einer Untersuchung iiber das Interesse von Schiilern am Physikunterricht
betont KUBLI die unterschiedliche Rolle von Experimenten in Wissenschaft und Unterricht. Er
warnt davor, in einem induktiven Verfahren etwas beweisen zu wollen: "Der Beweis geht
letztlich aus der Vertrauenswiirdigkeit der Informationsquelle hervor, selbst bei Versuchen auf

dem Experimentiertisch, wo Schiiler sich in der Regel nicht davon iiberzeugen konnen, dafl wir

13 s. dazu W. JUNG 1979: Aufsatze zu Didaktik der Physik und Wissenschaftstheorie,
Frankfurt, S. 43

-32-



nicht irgendwelche Tricks anwenden. Sie sehen in thnen zu Recht Illustrationen, die wie ein
Bild den Text der Zeitung ergédnzen, und nicht "Beweise"." (KUBLI 1987, S. 63)

Eine wissenschaftliche Beweisfiihrung im Unterricht selbst sieht er als nicht mdglich an, da
solche Beweisfithrungen nur den ausgebildeten Wissenschaftler iiberzeugen, nicht aber Schiiler,
die einer solchen Beweisfiihrung mit langen MeBreihen, hinter denen die Phdnomene
verschwinden, nicht folgen konnen.

Im Unterschied zur Erkldrungsfunktion der Quantenphysik ist die Vorhersage mdglichst
genauer Daten zu sehen. Sollen Vorhersagen in befriedigender Genauigkeit durch eine
quantenmechanische Theorie gemacht werden, so wird das theoretische Gebaude schnell sehr
komplex und mathematisch sehr aufwendig. Im Alltag der Wissenschaft Quantenphysik oder -
chemie erwartet man genauere Vorhersagen zu Phdnomenen, man {iberpriift theoretisch
ermittelte Ergebnisse an experimentellen Daten. Bei einer etablierten Theorie gibt man sich
nicht mit Erklarungen von Phdnomenen zufrieden - insofern gelten dort andere Kriterien fiir
einen geeigneten theoretischen Ansatz als in der Lehre.

Von einem solchen Standpunkt aus, der deutlich zwischen den Aufgaben einer Theorie in der
Wissenschaft und in der Lehre unterscheidet, wird die Bedeutung der Auswahl von Phinomen
zur Theoriebildung wichtig. In der Lehre wird eine Lernumgebung geschaffen, die es dem
Lernenden ermdglicht, die Phinomene auf der Basis seines individuellen Vorverstdndnisses zu
erfahren und zu interpretieren. Liegt der Schwerpunkt auf der Einfiihrung in eine neue Theorie,
so miissen die Phinomene sorgfiltig ausgewéhlt sein, um gerade die gewiinschte Theorie zu
illustrieren. Die Phidnomene sollten so ausgewihlt werden, dal} sich das vom Lehrer als aus-
baufdhig eingeschitzte Konzept am besten zur Deutung eignet und nicht irgendein anderes
Konzept, das der Lehrende als unpassend auffaf3t. Bei den anderen Konzepten kann es sich
dabei um nichtphysikalische oder physikalische Konzepte handeln; es schliefit aber nicht aus,
dafl man die mdglichen Deutungen verschiedener Konzepte vergleicht. Umgekehrt 146t sich die
Frage, welche Theorie gelehrt werden soll, nicht unabhidngig davon beantworten, welche
Phinomene sie erklédren soll oder welche Vorhersagen ich von ihr erwarte.

Fiir eine didaktisch begriindete Stoffauswahl im Physikunterricht ist die Auswahl der
geeigneten Theorie und der von ihr erkldrbaren Phdnomene eng miteinander verkniipft. Eine
noch so schéne Theorie ist sinnlos, wenn sie nur sehr exotische Phdnomene erkliart und
umgekehrt niitzen die schonsten Phinomene nichts, wenn die Theorie zu kompliziert ist.

Das gleiche Dilemma tritt auch in anderen Gebieten der Physik auf: im Mechanikunterricht
werden fast nur reibungsfreie Bewegungen behandelt, weil die Theorie einfach ist; die fiir den
Alltag viel bedeutenderen reibungsbehafteten Bewegungen sind nur mit einer mathematisch
komplexeren Theorie zu beschreiben. Im Unterricht entscheidet man sich im Zweifelsfall eher
fiir die einfache Theorie und die geringere Lebensndhe der Phinomene als fiir ein komplexe

Theorie und groBere Realitdtsnihe.
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Fiir die Quantenmechanik muf3 das noch in verstirktem Male gelten, da alleine schon durch
den Unterschied der GroBenordnung, in der sich die Modellannahmen Quant bewegen
(Mikrowelt im Nanometerbereich) zur Lebenswelt Anschauungsprobleme auftreten. Die
Anschauungsprobleme vergréflern sich noch, wenn man eine kompliziertere Theorie wihlt.
Der Nutzen einer groBBeren Genauigkeit von Erklidrungen und Vorhersagen wird durch die An-
schauungsprobleme einer komplexeren Theorie nicht aufgewogen. Der Erfolg einer Theorie
wird von den Schiilern hoher bewertet, wenn sie etwas verstindlich erkldrt, als wenn sie

MeBergebnisse auf kompliziertem Wege genau vorhersagt.

2.2.2. Das Vorverstindnis beim Lernen von QM
Eine Erkldrung ist nur dann fiir Schiiler niitzlich, wenn sie Fragen kldrt, die fiir Schiiler
klarenswert sind und wenn sie fiir ithn verstindlich ist. Die Kenntnis dessen, was Schiiler zur
Quantenphysik wissen und was sie sich im einzelnen vorstellen, ist bei der Suche nach
angemessenen Fragen und Erklarungen hilfreich.
Mit dieser Thematik befassen sich seit ldngerer Zeit Untersuchungen zu Schiilervorstellungen,
Schiilervorverstindnis, Alltagsvorstellungen, alternative frameworks, misconceptions usw..
Wihrend die ersten beiden Begriffe relativ neutral zu charakterisieren versuchen, welche
Konzepte bei Schiilern vorhanden sind, enthalten die drei letzten ein wertenden Unterton: Es
gibt Konzepte (oder Vorstellungen), die ihren Platz in der Alltags- oder Lebenswelt haben,
aber im Unterricht {iberwunden und durch ein physikalisches ersetzt werden miissen.
Die Begriffe Schiilervorverstindnis und Schiilervorstellungen beriicksichtigen, dafl Lernen
stattfindet, indem an ein vorhandenes Konzept angekniipft wird. Dabei ist im Sprachgebrauch
offen, welcher Art das alte Konzept ist und was mit dem ihm geschieht: es kann ausgebaut
werden, ein neues Konzept kann sich hieraus entwickeln oder es kann auch als unpassend
erkannt werden, so daf} ein anderes Konzept herangezogen werden muf3.
Ich verwende den in unserer Arbeitsgruppe tiiblichen Vorverstindnisbegriff, der neben den
Kenntnissen und Erfahrungen, Denkrahmen und Theorien auch Interessen und Erwartungen
beinhaltet. Zur Begriffsklirung findet man bei SCHECKER: "'Vorverstindnis' ist ein
epistemologischer Begriff. Der Préfix "Vor" bezeichnet keinen zeitlichen Zustand "vor dem
Verstindnis", sondern die notwendige Préifiguration des Erkenntnisapparats, die es dem
Individuum erst ermdglicht, sich mit einem neuen Sachverhalt auseinanderzusetzen. Dem
"Vor-Verstindnis" folgt kein "(Nach-)Verstindnis", sondern gegebenenfalls ein verindertes
Vorverstindnis, das beim Anstehen eines weiteren Erkenntnisprozesses erneut als
Vorverstindnis fungiert. Wenn wir zu einem Phénomen iiber keinerlei Vorerfahrungen,
Denkrahmen oder Vorstellungen verfiigen, fehlt uns jegliche Basis fiir produktive
ErschlieBungsversuche." (SCHECKER 1985, S.18)
Der so definierte Begriff Vorverstindnis charakterisiert die nétigen Voraussetzungen von

Seiten der Schiiler fiir einen erfolgreichen LernprozeB3. Er beriicksichtigt zudem, dal es keine
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strenge Trennung zwischen Alltagskonzepten und naturwissenschaftlichen Konzepten geben
kann, da jedes naturwissenschaftliche Konzept seinen Ursprung im lebensweltlichen Wissen
hat (WOLZE 1989, S.299 f.). Insbesondere in der Atom und Quantenphysik mit ihrer geringen
Verankerung im Alltag der Schiiler sind vermittelte Erfahrungen aus dem vorhergehenden
Unterricht und aus dem Umgang mit den Medien eher von groBerer Bedeutung als
Alltagserfahrungen im engeren Sinne. 14)

Fiir die Unterrichtsplanung kann nicht das individuelle Vorverstindnis des einzelnen Schiilers
der MaBstab sein, obwohl es natiirlich den Lernprozef3 des einzelnen Schiilers bestimmt. Die
Situation ist insofern beschrinkt, als der Lehrer der Klasse (dem Kurs) als Gruppe in einem
speziellen Kontext (Physikunterricht) gegeniiber steht. Interessant fiir seine
Unterrichtsplanung ist das, was wir als das "thematische Vorverstindnis" bezeichnen : "Das
Attribut "thematisch" verweist zum einen auf eine wesensmiflige Abgrenzung vom
"individuellen" Vorverstindnis und zum anderen auf die Zugehorigkeit der subsummierten
Elemente zu einem begrenzten Phdnomen- bzw. Handlungsbereich." (SCHECKER 1985, S. 19)
Dabei ist das thematische Vorverstdndnis nicht einfach eine Schnittmenge aus den vielen
individuellen Vorverstindnissen, sondern beriicksichtigt auch, dal zu einem Themenbereich
verschiedene typische Vorverstindnisse moglich sind. Unter dem thematischen
Vorverstindnis werden verschiedene, voneinander abweichende, aber jeweils fiir eine
bestimmte Schiilerpopulation zum Themenbereich Atomphysik als typisch zu bezeichnende
Vorverstindniselemente zusammengefalit.

Untersuchungen zum Vorverstindnis zeigen auf, welche typischen Konzepte von Schiilern
zur Bewiltigung bestimmter Situationen herangezogen werden. Sie konnen keine
Allgemeingiiltigkeit beanspruchen, sondern nur beispielhaft aufzeigen, mit welchen
Denkansdtzen der Lehrer im Unterricht rechnen kann. Sie konnen evtl. dem Lehrer auch
verdeutlichen, auf welche physikalischen oder nichtphysikalischen Konzepte der Schiiler
diese Denkansitze zuriickzufiihren sein kdnnten.

Eine Untersuchung zum Vorverstindnis kann zwar nicht ein Abbild des Vorverstindnisses
jedes einzelnen Schiilers bezogen auf einen Unterrichtskomplex geben, sie kann aber den Blick
auf - aus der Sicht des beobachtenden Lehrers - typische Elemente richten und somit
Ansatzpunkte fiir die Unterrichtsplanung geben. Der Lehrer weil3 besser, was ihn von Seiten
der Schiiler erwarten konnte.

Das thematische Vorverstindnis einer Schiilerpopulation gibt Hinweise auf die vorhandenen
Konzepte einzelner Schiiler in einer vergleichbaren Situation. Wenn dem Lehrenden bewuf3t

ist, daB3 er zwar kein vollstindiges Wissen iiber die vorhandenen Schiilerkonzepte haben kann,

14 In einer Befragung von BETHGE (1988, S. 89 f.) geben 55 von 56 befragten
Physikschiilern des 13. Jahrgangs den Unterricht als Quelle ihres Vorwissens zur Atomphysik
an, die nachsthaufigste Nennung ist das Fernsehen mit 22 Nennungen gefolgt vom Sachbuch
mit 19 Nennungen.
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so helfen ihm die Vorverstindnis-Untersuchungen doch, einige typische Elemente der
Schiilerkonzepte zu erkennen und seinen Unterricht darauf einzustellen.

Fiir den Bereich der Quantenphysik konnen viele Bereiche des Vorverstindnisses relevant
werden die oberflichlich betrachtet nicht viel mit der QM gemeinsam haben. Neben den
Vorstellungen iiber den Atombau und die chemische Bindung kommen verschiedene Gebiete
der klassischen Physik hinzu: z.B. Wellenoptik, Teilchenmechanik, elektromagnetische Felder.
Auch allgemeinere Aspekte spielen eine Rolle: Ursache-Wirkungsprinzip, Determinismus,
wihrend Alltagserfahrungen kaum direkte Auswirkungen haben diirften. Dazu ist die
Atomphysik zu weit vom Alltag entfernt.

Wenn man nun erwartet, dal die Quantenphysik gelernt wird, so mufl man dafiir sorgen, daf3
sich ein neues Konzept "Quant" aus einem anderen Konzept heraus entwickeln kann und sich
gegen die anderen Konzepte abgrenzt. Dabei mu3 man bedenken, dafl bestehende Konzepte
eher konservativ sind und sich nicht einfach dndern lassen.

Der Schiiler wird das Konzept erst bei relativ massiven Storungen &ndern, wenn eine
erfolgreiche Handlungsorganisation nicht mehr moglich ist. 15 Somit sind Handlungs- und
Diskussionsphasen, in denen sich die Inaddquatheit des alten Konzepts erweist, fiir den
Unterricht notig, um die Entwicklung des Konzepts "Quant" zu ermdglichen. Damit
verbunden ist immer auch die Weiterentwicklung der anderen, klassischen Konzepte und eine
starke Verkniipfung der Konzepte untereinander. Zwischen bisher unverbunden
nebeneinander bestehenden Konzepten sollen Verbindungen geschaffen werden, Widerspriiche
und Gemeinsamkeiten erkannt werden.

Dieses Ziel ist gar nicht so einfach zu erreichen, da sich die Forderungen, die ein Schiiler an die
Widerspruchsfreiheit verschiedener Theorien stellt, von den Forderungen in der Physik
unterscheiden. Schiiler sind sehr stark von Alltagssituationen und nicht von der Wissenschaft
geprigt. In Alltagssituationen erworbenes Wissen unterscheidet sich von dem Sonderwissen
der Wissenschaft Physik. ¢ Wihrend die Wissenschaft Physik nach Vereinheitlichung strebt,
ist das Alltagswissen eher situationsabhidngig und kann durchaus Widerspriiche zwischen
verschiedenen Bereichen aufweisen. Den Einflul auf das Vorverstindnis skizziert DRIVER:
"The need for coherence, and the criteria for coherence, as perceived by a student are not the
same as those of the scientist: the student does not possess any unique model unifying a range
of phenomena that the scientist considers as equivalent. Nor does the student necessarily see
the need for a coherent view, since ad hoc interpretations and predictions about natural events

may appear to work quite well in practice." DRIVER (1985, S. 3)

15 d. dazu H.FISCHER (1990): The Development of Meaning during Physical Instruction
Lessons Case Studies in View of the Paradigm of Radical Constructivism; in

16 Zur Unterscheidung von Alltagswissen und Sonderwissen s. Th. LUCKMANN: All-
tagswissen und Wissenschaft in: P. Janich: Wissenschaftstheorie und Wissenschaftsforschung,
Minchen 1981, S. 39 ff.
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Die Untersuchungen von SCHECKER (1985) zum Schiilervorverstindnis in der Mechanik
zeigen als typischen Unterschied zwischen Alltagstheorien und physikalischen Theorien, daf3
die Alltagstheorien stark situationsabhédngig und nur fiir kleine, abgeschlossene Gebiete giiltig
sind, wihrend physikalische Theorien stirker nach Generalisierung streben und Widerspriiche
zwischen verschiedenen Teilgebieten vermeiden. Wéhrend in der Mechanik z.B. aus den vielen
Alltagstheorien zu vielen Spezialkrdften (Motorkraft, Reibungskraft, Windkraft usw.) noch
relativ einfach eine umfassende physikalische Theorie iiber Kraft gewonnen werden kann, ist
es in der QM schwieriger, von den - im Vorverstindnis der Schiiler - sehr weit auseinander-
liegenden Theorien iiber Wellen und Teilchen ausgehend eine umfassende Theorie {iber
Quanten zu gewinnen. In ihrem Vorverstindnis haben Wellen und Teilchen nichts miteinander
Zu tun, sie organisieren ihr Handeln entweder nach dem Konzept Welle oder nach dem
Konzept Teilchen.

Hinzu kommt, da eine nicht so genaue Verwendung physikalischer Begriffe in der
Quantenmechanik Probleme birgt. Soll z.B. das Bahnkonzept fiir Elektronen negiert werden,
so setzt das voraus, dal3 der Begriff Bahn eindeutig definiert ist. Wenn das Vorverstindnis der
Schiiler zu diesem Begriff sehr verschieden von dem ist, das der Lehrer voraussetzt, sind die
Lernschwierigkeiten grofer als bei der Diskussion von Bahnkurven in der Mechanik. Die
Deutungsdiskussionen der Quantentheorie bekommen z.B. erst dann einen Sinn, wenn man
von klaren, physikalisch definierten Begriffen in der klassischen Physik ausgeht und deren

Giiltigkeit fiir Quantensysteme problematisiert.

2.2.3. Das thematische Vorverstindnis von Schiilern zur Atomphysik- Ergebnisse
von Untersuchungen

Zur Atomphysik liegen nur wenige Untersuchungen zum Vorverstindnis der Schiiler vor
(verglichen z.B. mit der Mechanik oder Elektrizititslehre). Sie haben aber den Vorteil, neben
dem Vorverstindnis vor dem Unterricht schwerpunktmiflig auch das geénderte
Vorverstindnis nach dem Unterricht darzustellen. Das gilt sowohl fiir die Arbeit von BETHGE
(1988) als auch fiir die Untersuchungen von LICHTFELD. Sie sind zwar speziell auf die Bremer
bzw. Berliner Verhiltnisse (Lehrplan) zugeschnitten, diirften aber einen allgemeinen Einblick
auch iiber den Erfolg von Unterricht geben. Zusitzlich gibt die Arbeit von WIESNER (1989a)
einen Uberblick vor allem iiber die Kenntnisse von Schiilern nach dem Unterricht.

Bei den Untersuchungen mufl man das Vorverstindnis zu den Unterrichtsthemen im engeren
Sinne unterscheiden von den Vorverstindniselementen, die eher fiir den ganzen
Physikunterricht von Bedeutung sind. Das Vorverstindnis im engeren Sinne bezieht sich
speziell auf die Atomphysik und umfaflt z.B. die Vorstellungen zu einem Atom oder zu
Elektronen. Es wird von SCHECKER als Prdkonzept bezeichnet. Die anderen
Vorverstindniselemente kann man als Denkrahmen bezeichnen, hierunter wiirde man z.B. die

Einschitzungen der Schiiler iiber den Einsatz von Modellen, das in der Mechanik verwurzelte
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Denken u.d. Faktoren zusammenfassen. Den Denkrahmen widmet BETHGE einen gro3en Teil
seiner Untersuchung und tridgt somit entscheidend zu einem besseren Verstindnis der
Lernschwierigkeiten von Schiilern bei.

Im folgenden werden lediglich einige Ergebnisse von BAYER, BETHGE und BORMANN (Bre-
men) sowie von LICHTFELD (Berlin) und WIESNER (Frankfurt) dargestellt. Fiir die Anlage der

Untersuchungen und weitere Details sei auf die Originalliteratur verwiesen.

2.2.3.1. Der Modellbegriff als Denkrahmen:
Bei der Darstellung der Denkrahmen beschrinke ich mich auf solche, die speziell fiir den

Unterricht zur Atomphysik wichtig sind. Diejenigen Komponenten, die fiir den gesamten
Physikunterricht von Bedeutung sind und ihn fiir den Schiiler als solchen charakterisieren,
vernachléssige ich, um den Punkt nicht zu sehr ausufern zu lassen.
Die Atomphysik ist gekennzeichnet durch den Umgang mit Mikroobjekten, die der direkten
Anschauung nicht zugdnglich sind. Modelle dienen der Veranschaulichung; die Anforderungen,
die Schiiler an Modelle stellen und ihr Umgang damit, sind deshalb fiir das thematische
Vorverstindnis von besonderer Bedeutung.
Im Umgang mit Modellen in der Atomphysik stellt BETHGE zwei verschiedene Positionen
heraus, deren gleichzeitige Verwendung den - aus der Sicht des Lehrers - eher sorglosen
Umgang mit Modellen charakterisieren.
Position 1:
"Modelle werden nicht als "Bilder" der Realitdt aufgefalt.
Modelle entsprechen nicht dem "wirklichen Aussehen" eines Atoms. In verschiedenen
Situationen werden von den Schiilern unterschiedliche Modelle vom selben Objekt
(Elektron, Atom) verwendet, die zueinander im Widerspruch stehen kdnnen. Dieser
Widerspruch besteht nicht nur von der Physik her, er wird auch von den Schiilern selbst
benannt."
Position 2 ist dazu widerspriichlich:
"Modelle dienen der Veranschaulichung.
Durch die Atommodelle werden Veranschaulichungen aus der "Anzeige- und Vorzeige-
realitdt" gesucht. Es wird eine moglichst genaue und konkrete (bildliche) Vorstellung an-
gestrebt, die flir Schiiler fiir ihr eigenes Vorverstindnis notwendig ist." (BETHGE 1988,
S. 97)
Das Modellverstandnis der Schiiler ist also durch eine gewisse Beliebigkeit gekennzeichnet: Es
gibt flir jeden Zweck ein am besten geeignetes Modell, das jeweils mit den anderen wenig zu
tun hat und fiir sich moglichst anschaulich sein sollte.
Man kann dies vielleicht darauf zuriickfiihren, da3 die Phinomene der Atomphysik geordnet
werden, indem sie mit einem bestimmten, schon entwickelten Konzept in Verbindung gebracht

werden. Jedes Phidnomen geht zwar auf Atome zuriick, es beleuchtet aber immer nur einen
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bestimmten Aspekt. Die optische Spektroskopie ist zunédchst nur an energetischen Aspekten
interessiert, deshalb "reicht" ein Modell, das diese Aspekte erklirt. Alles andere ist zunéchst
uninteressant fiir dieses Phidnomen. Erst in Verbindung mit den Auswahlregeln ist ein
komplexeres Modell nétig, das auch Aussagen zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit erlaubt. Die
chemische Bindung hat in der Erfahrung der Schiiler nichts mit der optischen Spektroskopie
zu tun. Wird in der Chemie die Atombindung mit einem vereinfachten Orbitalmodell
(verbreitet ist z.B. das Kugelwolkenmodell) erkldrt, so wird der Geometrie der
Elektronenverteilung sehr groBe Aufmerksamkeit gewidmet. Das Bild des Atoms kann ganz
anders sein als es zur Erkldrung des Spektrums eines Wasserstoffatoms adédquat ist.

Jedes der Modelle beleuchtet nur einen Aspekt der physikalischen Realitidt. Dieser
Aspektcharakter ist dafiir verantwortlich, da3 Widerspriiche zwischen den Modellen fiir
verschiedene Phidnomene der physikalischen Realitidt zwar als storend empfunden werden,
aber nicht zur Aufgabe eines Modells zwingen, da jedes Modell nur fiir einen bestimmten
Bereich Giiltigkeit beansprucht. Das dndert nichts an dem Wunsch, nach einem
iibergeordneten besseren Modell zu suchen, das umfassend zur Deutung moglichst vieler
Phidnomene geeignet ist. Dieses gute Modell wiirde dann z.B. zeigen, wie Atome "wirklich"
sind. Solange ein solches Modell nicht zur Verfligung steht, werden mehrere Modelle zum
gleichen Gegenstandsbereich nebeneinander benutzt, wobei Widerspriichlichkeiten durch den
Aspektcharakter des Modells als unvermeidbar hingenommen werden.

Der Wunsch der Schiiler nach einem gleichzeitig guten, umfassenden und anschaulichen
Modell des Atoms geht auf die Annahme zuriick, daf} der einzige Unterschied zwischen dem
Mikrokosmos und der uns umgebenden Umwelt die unterschiedliche Gréenordnung ist.

Diese Fehleinschdtzung wird durch die Aussagen von VOLLMER iiber die Anpassung der
menschlichen Erkenntnis an Strukturen mittlerer Dimension !7 verstindlich: "Die Strukturen,
mit denen wir in Wahrnehmung und Erfahrung die Welt intern rekonstruieren, sind nur auf
Systeme mittlerer Dimensionen (...) zugeschnitten. Am Mesokosmos sind sie erprobt und
bewihrt; aulerhalb konnen sie versagen. Wir diirfen nicht erwarten, dal sie zur Erfassung der
ganzen Welt taugen. (VOLLMER , 1989 S. 143)

Schiiler versuchen nun, die Anschauung zu wahren, indem sie z.B. mit sehr konkreten,
mechanischen Modellen des Atoms argumentieren. Andererseits erwarten sie nicht unbedingt,
daB dieses Modell der mittleren Dimensionen zur vollstdndigen Beschreibung des Atoms taugt
- ein besseres Modell wiirde das aber eher leisten! Bei den Schiilern driickt sich das in der
Hoffnung aus, eines Tages ein besseres, allumfassendes Modell zu erhalten, das alles erklart
und gleichzeitig anschaulich ist (s. BETHGE 1988, S. 102).

17 VOLLMER nennt diese Umwelt der mittleren Dimensionen und vergleichsweise geringer
Komplexitat den Mesokosmos. Dieser Mesokosmos pragt die Erfahrung und
Erkenntnisstrukturen des Menschen. (VOLLMER 1989, S.141 ft.)
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Die Herangehensweise, fiir verschiedene Phdnomenbereiche verschiedene Modelle zu
benutzen, ist typisch fiir den Umgang mit einer Situation, die noch relativ wenig vertraut ist
und fiir die erst einmal die vorhandenen Konzepte im Sinne einer Mustererkennung
durchprobiert werden. Es hat sich noch kein Konzept "Quant" gebildet, das durchgingig
benutzt wird. Dafiir werden stdndig Anleihen bei anderen Konzepten gemacht, dies wire der
erste Schritt fiir einen Lernprozel3, der zum Aufbau des Konzepts Quant fiihrt.

Die Theoriebildung geht aus von sehr anschaulichen, mechanischen Modellen, sie kann sich
erst im Laufe des Erkenntnisprozesses von der konkreten Erfahrung und den mesokosmisch
gepragten Modellen 16sen. Auf dieser Basis kann es keine einheitliches Modell zu
Quantenobjekten geben. Erst wenn man den Bereich der konkreten Anschauung verldft, ist an
Modelle zu denken, die nicht mehr widerspriichlich sind. VOLLMER grenzt die Theoriebildung
als Bereich der wissenschaftlichen Erkenntnis ab von der "mesokosmischen" Erkenntnis - der
Erkenntnis der mittleren Dimension: "In Wahrnehmung und Erfahrung sind wir an unsere
evolutiv getesteten und mesokosmisch bewihrten Erkenntnisstrukturen gebunden - in der
Theoriebildung sind wir frei. Wahrnehmung und Erfahrung sind immer anschaulich -
theoretische Erkenntnis braucht nicht anschaulich zu sein." (VOLLMER 1989, S. 142)

Schiiler benutzen aber den Begriff Theorie oft anders, als es vom Lehrer intendiert ist. Wie
LEDERMANN (1990) zeigt, ist fiir sie eine als Theorie gekennzeichnete Aussage relativ vage,
lediglich eine Vermutung, die experimentell noch nicht ganz bestitigt ist. Neben dem Begriff
"Theorie" gibt es die Gesetze, die eine grofiere Giiltigkeit haben:

"A scientific theory hasn't been proven yet. Laws have been proven to be true."

"Theories are just guesses about how things work. Laws have been shown to be correct be-
cause of experiments." (LEDERMANN 1990, S. 230)

Eine Theorie kann fiir Schiiler etwas Spekulatives haben. Eine Theorie wartet darauf, bewiesen
zu werden. Ist der experimentelle Beweis gelungen, wird sie im Vorverstindnis der Schiiler
zum Gesetz und wird deshalb auch so bezeichnet (z.B. die Newton'schen Gesetze).

Soll nun ein Modell eine Theorie veranschaulichen, so ist es bei der Beliebigkeit und dem
spekulativen Charakter, die der Theorie unterstellt werden, nicht verwunderlich, daf fiir den
gleichen Bereich mehrere Modelle nebeneinander benutzt werden. Das Springen zwischen
Modellen entspricht dem Ausprobieren mehrerer Hypothesen. Fiir die erste Phase beim
Aufbau eines Quantenkonzepts ist das eine sinnvolle Vorgehensweise, um von den vielen
Anleihen aus der klassischen Physik ausgehend ein eigenstindiges Konzept zu entwickeln. Im

Laufe des weiteren Ausbaus des Quantenkonzepts verliert diese Vorgehensweise ihren Sinn.

2.2.3.2. Prikonzepte zu einzelnen Unterrichtsinhalten

Die vorliegenden Untersuchungen trennen nur in geringem MafBle das Vorverstindnis vor dem
Unterricht von dem geénderten Vorverstindnis nach dem Unterricht. In der folgenden

Darstellung trenne ich die Priakonzepte lediglich in zwei Bereiche: zum einen die Konzepte zu
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den Quantenobjekten Elektronen und Photonen an sich, zum anderen die Priakonzepte zum

Atom als einem System, das gebundene Elektronen enthélt.

Natur von Elektronen und Photonen
Im Unterricht werden sowohl bei Elektronen als auch bei Photonen mit einer einheitlichen
Theorie beschrieben, da es sich um Quantenobjekte handelt. Der "normale" Einstieg in die
Quantenmechanik zeigt sowohl Wellen- als auch den Teilchencharakter von Licht und
Elektronen.
Elektronen werden von den Schiilern im wesentlichen als klassische Teilchen angesehen. Nach
dem Unterricht tritt in dieser Hinsicht keine wesentliche Anderung ein. Der Wellenaspekt des
Quantenobjekts Elektron sorgt nur flir eine "Verschmierung" der Kenntnis der Eigenschaften.
Das Elektron hat weiterhin eine definierte Bahn und Energie, sie ist lediglich dem Betrachter
nicht genau bekannt, wobei die Hoffnung besteht, durch angestrengte Forschung verbesserte
Kenntnis iiber die Bahn zu erhalten.
BORMANN (1986) hat Schiiler parallel zum Unterricht in Experimentalinterviews mit ihnen
unbekannten Experimenten konfrontiert (Doppelspaltversuch mit Elektronen) und dabei das
sich wandelnde Vorverstindnis untersucht. Die Untersuchung bezieht sich auf freie
Elektronen, die als Ensemble, nicht als einzelne Teilchen auftreten. Er beobachtete, daf}
ausgehend von einer reinen Teilchenvorstellung graduell Welleneigenschaften addiert wurden,
wobei aber der Teilchencharakter des Elektrons nicht in Frage gestellt wird. Der
Wellencharakter sorgt z.B. fiir eine wellenformige Bahn mit definierter Wellenldnge fiir jedes
einzelne Elektron oder fiir eine Storung der geradlinigen Bahn.
Fiir besondere Probleme sorgt das Vorverstindniselement "Interferenz", das im wesentlichen
mit der gegenseitigen Ausloschung von Wellen assoziiert wird. Es kollidiert somit mit der
Ladungserhaltung (und eingeschriankt auch fiir die Massenerhaltung), die im Vorverstdndnis
der Schiiler fiir die Elektronen als Teilchen gilt, aber nicht unbedingt fiir Wellen.
Auch nach dem Unterricht bleibt der Teilchencharakter des Elektrons im wesentlichen
unangetastet. BORMANN (1987) lieB Leistungskursschiiler dem Elektron bestimmte
Eigenschaften zuordnen (Kategorien: stimmt, stimmt nicht, wei3 nicht). Dabei stimmen fast
alle Schiiler der Aussage zu, da3 das Elektron Masse, Impuls, Energie und Geschwindigkeit
habe. Nur ungefihr die Hilfte der Schiiler ordnet ithm auch eine Wellenldnge und Frequenz zu.
18
Es zeigt sich, daB3 in der Quantenphysik nach Auffassung der Schiiler weiterhin die Gesetze

der makroskopischen Physik ihre Giiltigkeit behalten, durch den mikroskopischen Charakter

18 Bei dem Quantenobjekt Photon werden die gleichen Eigenschaften viel ausgeglichener zugeordnet. Es
ergibt sich eine relativ starke Zustimmung zu allen Punkten. Es fallt den Schiullern anscheinend leichter,
dem Photon Teilchencharakter als dem Elektron Welleneigenschaften zuzuordnen.
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der Elektronen werden sie lediglich in ihrer Strenge etwas abgemildert (wofiir der

Wellencharakter verantwortlich ist) und durch die Quantelung ergénzt.

WIESNER (1989) zeigt in einer Befragung von Schiilern nach dem Unterricht {iber

Quantenmechanik, daBl als wesentliches Kennzeichen eines Quantenobjekts die

Ortsunbestimmtheit und die Energiequantelung angefiihrt werden. Zwischen klassischer und

Quantenphysik wird ein eher kontinuierlicher Ubergang gesehen, wobei die klassische Physik

der Grenzfall der Quantenphysik ist.

Zu unterscheiden sind nach dem Unterricht zwei grundsitzlich verschiedene Schii-

lervorstellungen:

1.  Elektronen sind Teilchen mit allen Eigenschaften, die makroskopische Teilchen auch
besitzen. Durch die Quantentheorie wird lediglich die Kenntnis {iber die Eigenschaften
der Teilchen eingeschrinkt. Der Wellenaspekt des Modells Quant gibt nédhere Auskiinfte
iiber die Genauigkeit von Messungen und die Wahrscheinlichkeit, mit der man
bestimmte Mellwerte erhilt. Das dndert aber nichts daran, da3 das Elektron sich auf
definierten Bahnen bewegt und jederzeit - im Prinzip - lokalisierbar ist. 1°

2. Das Elektron ist ein Quant und hat keinen definierten Ort. Entweder wird durch die
Welleneigenschaft der Ort verschmiert (Elektronenwolke) oder der Ort ist prinzipiell
nicht bestimmt, obwohl das Elektron ein Teilchen ist. 20

Der erste Typ entspricht im wesentlichen dem von BORMANN schon vor und wéhrend des

Unterrichts beobachteten Schiilervorverstindnis bei Experimenten mit Elektronenstrahlen. Vor

einem Unterricht {iber das Verhalten von Elektronen in Atomen kann man von einem

entsprechenden Vorverstindnis der Schiiler ausgehen, wihrend ein Vorverstindnis des
zweiten Typs eine untergeordnete Rolle spielt.

Solange man mit einem Ensemble an Elektronen hantiert, gerdt man nicht in Schwierigkeiten

mit der Deutung, die die Unbestimmtheit einer prinzipiell nicht zu verbessernden Mefitechnik

zuschreibt. Meflergebnisse sind ohne weiteres auszuwerten, die Streuung der MeBwerte kann
statistisch in Ubereinstimmung mit der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation (fiir diesen

Zweck eigentlich: Unschérferelation) behandelt werden. Schwieriger wird es, wenn das

Verhalten von einzelnen, unterscheidbaren Elektronen - wie sie in Atomen und Molekiilen

vorliegen - beschrieben werden soll.

19 Dies impliziert wieder die Hoffnung, dal3 bei groBerer experimenteller Anstrengung und verbesserter
Technik die Bahn der Elektrons bestimmbar wire.

20 Es ist nicht immer klar, was dahinter steckt. Es kann ein Denkverbot sein: Man darf nicht nach dem Ort

der Elektronen fragen. Es kann aber auch sein, daf} die Ortsangabe als unwichtige Information angesehen
wird, die in der Quantenmechanik ohne Bedeutung ist.
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Stabilitit und Aufbau von Atomen
Einen Schwerpunkt der Arbeit von BETHGE (1988) bildet das Schiilervorverstindnis zur
Atomphysik im engeren Sinne. Er untersucht das Vorverstindnis zum Bahnbegriff, zur
Stabilitdt der Atome, zur Wahrscheinlichkeit und zur Verwendung des Energiebegriffs in der
Quantenmechanik. Hiermit sind die Komponenten des Vorverstindnisses beriicksichtigt, die
fiir eine angemessene Beschreibung von Elektronen in Atomen notwendig sind. So werden z.B.
Aussagen ermoglicht, die zur Klarung der Frage beitragen, warum das Bohrsche Atommodell
so attraktiv fiir Schiiler und es in ihrem Vorverstindnis das am weitesten verbreitete
Atommodell ist. Die Ergebnisse dieser Arbeit, die im wesentlichen das Vorverstindnis nach
dem Unterricht beschreibt, will ich kurz zusammenfassen und punktuell ergénzen.
Es fillt auf, daBB Elektronen im wesentlichen als klassische Teilchen aufgefalit werden, die
durch ihre Bewegung charakterisiert sind. Da es sich um geladene Teilchen handelt, ist
Stabilitdt {iberhaupt nur durch Aktivitit (= Bewegung) zu erreichen. Zur Funktion der
Bewegung stellt BETHGE fest : "Die Bewegung der Elektronen dient zur Beschreibung des
Verhaltens der Elektronen in der Atomhiille.
Die Art der Bewegung der Elektronen wird unterschiedlich vorgestellt, und die Einbeziehung
der Wahrscheinlichkeitsverteilung in die Vorstellung vom Atom wird von den Schiilern ebenso
unterschiedlich gehandhabt.
Die Bewegung der Elektronen ist das entscheidende Element fiir die Erkldrung der Stabilitat
der Atome - also dafiir, da3 die Elektronen nicht in den Kern stiirzen. Bewegung ermoglicht es
den Elektronen, sich der Coulombanziehung zu entziehen." (BETHGE 1988, S.108)
Die Stabilitdt wird als ein mechanisches Problem gesehen, nicht als ein elektromagnetisches.
Die elektromagnetische Instabilitit eines kreisenden Elektrons in Analogie zum schwingenden
Dipol liegt fiir Schiiler auBerhalb ihrer Vorstellung. Die Stabilitit eines Atoms wird in Analogie
zum System Sonne - Planeten fiir die Schiiler zufriedenstellend erkldrt und nicht mehr als
Problem fiir ein verbessertes Atommodell gesehen.
Eng verkniipft mit der Bewegung der Elektronen ist der Bahnbegriff, der meist auf regelméBige
Bahnen eingegrenzt wird. Ca. 1/3 der von BETHGE (ebd. S.145) befragten Schiiler behalten die
Vorstellung von sich auf regelméBigen Bahnen bewegenden Elektronen bei.
Ca. 1/4 der Schiiler lehnen den Bahnbegriff ab. Auch wenn sie - besonders die "guten" Schiiler
- die Nicht-Existenz von Bahnen tiberhaupt oder von regelméBigen Bahnen als Denkprinzip in
der Quantenmechanik ansehen, hat die Bewegung doch entscheidende Bedeutung, um
Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu erkldren. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist flir
Schiiler meist nicht denkbar ohne die Bewegung des Elektrons von einem Ort zum anderen,
auch wenn die Bewegung noch so seltsam ist und sich nicht in einfacher Weise klassisch-
kinematisch beschreiben 146t. Unterstiitzt wird diese Vorstellung durch die sehr hohe
Geschwindigkeit, die den Elektronen im Atom zugeschrieben wird (ebd. S.118f.). Im Prinzip
registriert man nur deshalb eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit, weil die MeBzeitrdume sehr
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viel groBer sind als die Zeiten, die das Elektron zum Durchqueren des Atomdurchmessers
bendtigt.

Teilweise werden zur Erklidrung des Bahnverbots Aspekte der Wahrscheinlichkeit oder Welle
integriert, indem die Bahn etwas verschmiert oder als stehende Welle beschrieben wird.
Alternativ dazu ist die Vorstellung einer Bewegung entlang einer Kreisbahn, wobei
verschiedene Bahnen moglich sind, so daB sich eine Schale bestimmter Dicke als
Aufenthaltsbereich ergibt, weil man nicht angeben kann, auf welcher Bahn sich das Elektron
gerade befindet. (ebd. S.122 ff.). Vorstellungen dieser Art, die zu einer modifizierten
Bahnvorstellung fiihren, finden sich bei der groBBten Gruppe der Schiiler (knapp die Halfte)
(ebd. S.145).

Nicht nur fiir die Elektronen in Atomen werden regelméfBige Bahnen gesucht, sondern auch bei
dem Beispiel des eindimensionalen Potentialtopfs. Beim eindimensionalen Potentialtopf wird
oft von einer Schwingung des Elektrons ausgegangen, es pendelt zwischen den Wénden hin
und her. BETHGE forderte Schiiler auf, 10 mogliche Orte fiir ein Elektron zu verschiedenen
Zeiten anzugeben. Ca. die Hélfte der Schiiler zeichnet die Orte so ein, dafl eine Bewegung mit
konstanter Geschwindigkeit resultiert, auch wenn sie im zugehdrigen Text mit der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit argumentieren. (ebd. S.133 ff.)

Sie verwenden den Wahrscheinlichkeitsbegriff meist als Haufigkeit (in Analogie zur Statistik in
der Mathematik) und kénnen deshalb die Vorstellung von Bahnen mit der Wahrscheinlichkeit
verbinden. Als Konsequenz tritt z.B. auf, dal das Elektron sich auf der definierten Bahn am
langsamsten dort bewegt, wo die Aufenthaltswahrscheinlichkeit hoch ist (ebd. S. 168).
BETHGE stellt aber im allgemeinen einen angemessenen Gebrauch der Wahrscheinlichkeit fest,
obwohl der Begriff relativ offen ist und es fiir viele Schiiler problematisch ist, sich das
Zustandekommen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu erklaren.

Eine kleine Gruppe von Schiilern verlangt fiir jedes einzelne Elektron eine kausale Erkldrung
fiir die Entstehung der Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie interpretieren Wahrscheinlichkeit als
Ungenauigkeit, die eine verbesserte physikalische Forschung beseitigen wird.

Die Energie stellt eine zentrale Grofe bei der Behandlung quantenmechanischer Systeme im
Unterricht dar. Sie ist Gegenstand von Rechnungen und in den Vorstellungen der Schiiler
etwas, das nicht bedingt durch die Heisenbergsche Unschérferelation ungenau ist. Sie ist in der
Lage, Experimente kausal zu erkldren (Spektroskopie), damit ist sie geeignet, mit der
vermeintlichen Ungenauigkeit der Quantenphysik unzufriedene Schiiler wieder zu versdhnen.
Die Energie wird in jedem Falle - unabhingig von verwendeten Modellvorstellungen des
Atoms - als Ursache fiir die Stabilitit der Atome gesehen 2!. Hohe Energie wird dabei mit einer
hohen Bahngeschwindigkeit der Elektronen assoziiert (ebd. S.190).

21 Dabei kann Energie allerdings als Clusterbegriff viel bedeuten: "Energie" wird analog zu Kraft als

allgemeine Wirkungsfahigkeit oder Aktivitat aufgefalSit. (BETHGE 1988, S. 188)
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Fir das Verstdndnis der Quantenphysik ist es wichtig, die Quantelung der Energie und
diskrete Energieniveaus zu akzeptieren. 4/5 der von BETHGE befragten Schiiler ordnen die
Energiequantelung als ein speziell quantenphysikalisches Phinomen ein (ebd. S.195). Wihrend
die Existenz diskreter Energieniveaus z.B. durch die Analogien zu stehenden Wellen
verstindlich wird, ist die Energiequantelung nicht unproblematisch:

"Die Vorstellung der Schiiler von Energie als allgemeiner Wirkungsfahigkeit kollidiert bei
einigen Schiillern mit der auf der Annahme von diskreten Energieniveaus beruhenden
Festlegung, da3 nur bestimmte Energiebetrige eine "Wirkung" erzielen konnen. " (ebd. S.191)
Bei der Spektroskopie kénnen noch weitere Probleme auftreten, die sich aus der oft wenig
reflektierten Verwendung des Energiebegriffs ergeben. Die Existenz diskreter Energieniveaus
kann als Grundlage fiir Argumentationen dienen, ohne daf3 man im einzelnen begriindet, wie es
zu diskreten Energieniveaus kommt. So wird die Lage der Energieniveaus mit verschiedenen
Modellvorstellungen begriindet. Sie wird oft mit dem Abstand zum Kern unmittelbar in
Beziehung gesetzt oder mit der Wellenldnge einer sich iiber den Kreisumfang erstreckenden de
Broglie-Welle (ebd. S.192).

Erhaltungsvorstellungen besitzen fiir die Schiiler groBe Bedeutung. Das gilt nicht nur die
Energieerhaltung, sondern auch fiir die Erhaltung der Teilchen. Es wird gefordert, daf3 die Zahl
der Elektronen und Photonen (als Teilchen) jeweils fiir sich konstant bleiben muf3. Das fiihrt
dazu, daB3 bei der Emission von Licht durch Atome nach der Quelle der Photonen gesucht wird
- die Photonen konnten Energie aufnehmen wie die Elektronen, sie miissen aber vor der
Lichtaussendung schon vorhanden sein (ebd. S.213 ft.). Das entsprechende Problem taucht bei
der Absorption von Licht auf.

Vorstellungen zur Beziehung zwischen den Eigenschaften der Atome und Stoffeigenschaften
Vom Vorverstiandnis der Schiiler her kann man davon ausgehen, daf3 fiir die Betrachtung z.B.
eines Metallkristallits die Atome als voneinander getrennte, einzelne Teilchen gesehen werden,
die nur locker zusammenhalten. Jedes einzelne Teilchen hat dabei alle Eigenschaften des
Teilchenverbands. 22 Eine verbreitete Vorstellung ist, daf die kleinsten Teilchen
(Mikrosystem) nur ein groferes Agglomerat (Makrosystem) bilden, wobei die Eigenschaften
auf der Mikro- und Makroebene identisch sind. Das fiihrt zu Aussagen, da3 z.B. einzelne
Schwefelatome gelb und fest sind sowie Goldatome glidnzen, da3 einzelne Atome den el. Strom

leiten und sich bei Erwdrmung ausdehnen. 23

22 5. dazu R. BEN-ZVI, B. EYLON, B. SILVERSTEIN (1986): Is an atom of copper malleable? J. of Chem. Educ.
63, S. 64-66

23 s. dazu B. ANDERSSON: Pupils' conceptions of matter and its transformations (age 12 -16), in: P. J.

Lijnse et.al.: Relating macroscopic phenomena to microscopic particles: a central problem in secondary
science education; Utrecht 1990, S. 23 ff.
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Hierbei werden Phinomene der mittleren GroBenordnung (des Mesokosmos) fraglos auf den
Mikrokosmos iibertragen. Schiiler rechnen eher nicht damit, dafl bestimmte Phinomene nur bei
Systemen bestimmter GroBenordnung auftreten. Eine solche Vorstellung wird oft auch durch
den Chemieunterricht nahegelegt, wo parallel auf atomarer / molekularer Ebene und auf der
makroskopischen Ebene argumentiert wird. Wenn Kupfer mit Sauerstoff reagiert, wird die mit
den Stoffen verbundene Versuchsbeobachtung festgehalten (glinzendes Kupfermetall und
Sauerstoff reagieren zu schwarzem Kupferoxid), im ndchsten Schritt wird von Atomen und
Molekiilen gesprochen, im wiederum ndchsten Schritt wird die Formel geschrieben. Die
Kombination von Experiment, Beschreibung auf stofflicher Ebene, Beschreibung auf atomarer
Ebene und Formelschreibweise legt eine 1:1-Ubersetzung zwischen Stoff und Einzelmolekiil
oder Einzelatom nahe. Fiir das Metall Kupfer wird das Symbol Cu - evtl mit dem Index Cu © "
benutzt, das im Vorverstindnis der Schiiler gleichzeitig fiir den Stoff und fiir ein einzelnes
Atom stehen kann. Wenn Schiiler umschreiben sollen, was dieses Symbol aussagt, gelangen sie

zu Formulierungen wie:
"'Cu, . is one atom of copper in the solid state".

()
"Cl2 © is a diatomic molecule which has an irritating smell".

"Cl2 © is one molecule which has a yellow colour". '(BEN-ZVI 1990, S.186)

Man muf} also damit rechnen, dal3 nicht zwischen Eigenschaften der Stoffe und der Teilchen
unterschieden wird.

Untersuchungen speziell zum Vorverstdndnis Festkorperphysik liegen nicht vor, im weiteren
Sinne konnte man allerdings Untersuchungen zum Aufbau der Stoffe und zum
Teilchencharakter der Materie sowie zur Elektrizitdtslehre dazu zahlen.

Betrachtet man nur die Vorkenntnisse, die man formal aus dem Physik- und Chemieunterricht
voraussetzen kann, so sind vielféltige Ankniipfungspunkte vorhanden, wobei man zwischen
Kenntnissen zu einzelnen Atomen, Molekiilen usw. und Kenntnissen der Stoffeigenschaften
unterscheiden kann.

Aus dem Kurs "Atomphysik" und aus dem Chemieunterricht konnen Kenntnisse iiber den
Aufbau verschiedenener Atome vorausgesetzt werden - zumindest was die Zahl der
Nukleonen und der Elektronen angeht und die Verteilung der Elektronen auf verschiedene
Schalen. Aus dem Chemieunterricht sollte die gedankliche Trennung eines Atoms in einen
Atomrumpf und Valenzelektronen bekannt sein. Spezielle Kenntnisse zu einem einfachen
Atom (Wasserstoffatom) konnen mit einem quantenmechanischen Atommodell erworben
werden: Aufenthaltswahrscheinlichkeit und Energie des Elektrons in verschiedenen
Zustinden.

Vielfach getrennt davon und ohne theoretischen Hintergrund sind Kenntnisse iiber
Stoffeigenschaften zu sehen. Es wird zwischen elektrischen Leitern und Nichtleitern
unterschieden, wobei aber nur eine eingeschrinkte Generalisierung vorgenommen wird:

Metalle leiten generell, bei jedem anderen Stoff muf3 es iiberpriift werden.
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Die Erklarung der Leitfdhigkeit wird auf der Basis der beweglichen Ladungstriger geleistet. Im
Chemieunterricht der Sekundarstufe I wird im allgemeinen die Leitdhigkeit von
Salzwasserlosungen (bewegliche Ionen) behandelt, aber nicht die Leitfdhigkeit von Metallen.
Im Physikunterricht werden dagegen fast nur Metalle als Leiter eingesetzt, deren Leitfdhigkeit
iiber ein einfaches Elektronengasmodell erkldrt wird. Ein Kriterium fiir die Entscheidung, ob
ein Stoff bewegliche Ladungen hat oder nicht, ist im wesentlichen nur die Zahl der
Valenzelektronen: Stoffe, deren Atome zu wenig Valenzelektronen besitzen, um die
Edelgaskonfiguration durch eine Molekiilbildung zu erreichen, bilden Metallkristalle, in denen
die Valenzelektronen allen Atomen gleichzeitig angehdren. Damit verbunden ist die
Beweglichkeit der Elektronen als Ladungstriager, daraus folgt die elektrische Leitfdhigkeit der
Metalle.

Es wird im wesentlichen nur unterschieden zwischen Leiter und Nichtleiter, wobei die
Zwischenwerte eher verloren gehen. Eine theoretische Vorstellung, die zum Verstindnis der
Halbleiter beitrdgt, kann von dem vorherigen Unterricht ausgehend nicht erwartet werden. Das
Elektronengasmodell leistet das nicht, weil es nur bewegliche, nichtlokalisierte oder
unbewegliche, lokalisierte Ladungen kennt.

Die anderen Eigenschaften von Festkorpern (optische, mechanische und thermische) diirften
mehr vom Phdnomen her bekannt sein. Sie sind kaum Inhalt des Physikunterrichts, werden
jedenfalls nicht hinterfragt. Evtl. konnen Farbe, Schmelz- und Siedepunkte als Eigenschaften
zur Charakterisierung eines Stoffes im Chemieunterricht behandelt worden sein. Man kann
davon ausgehen, dafl aus dem alltdglichen Umgang mit Stoffen vielfdltige Stoffeigenschaften
bekannt sind, aber nicht problematisiert und auf den mikroskopischen Aufbau der Stoffe
zuriickgefiihrt werden.

Mit einer derart rigiden Atomismus-Vorstellung gerit man im normalen Chemieunterricht
nicht so sehr in Schwierigkeiten wie in der Physik. Im Chemieunterricht werden
schwerpunktmiflig chemische Reaktionen betrachtet und auf Teilchenprozesse zwischen
einzelnen Atomen, Molekiilen, Ionen oder Radikalen zuriickgefiihrt. Chemische Reaktionen
kann man als Umorientierungen von Atomen auffassen, bei denen die Atome aber als
Individuen weitgehend bestehen bleiben (Baukastenprinzip). Eigenschaften werden zur
Charakterisierung der Stoffe eingesetzt und in erster Linie auf die Struktur der einzelnen

Molekiile zuriickgefiihrt, nicht aber auf deren Ordnung.

Wesentlich fiir die Planung eines Unterrichts iiber das Verhalten von gebundenen Elektronen

diirften die folgenden Aspekte des Schiilervorverstindnisses sein:

- Elektronen und auch Photonen sind in erster Linie Teilchen. Welleneigenschaften
besitzen zundchst keine Bedeutung, spiter unklare Bedeutung. Sie werden nur soweit,

wie unbedingt notig, herangezogen.
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- Aus der Wellenlehre wird Interferenz meist als gegenseitige Ausloschung mehrerer
Wellenziige aufgefaflt, weniger als Verstirkung.

- Stehende Wellen bereiten formal wenig Probleme. Es kann aber sein, dal mit stehenden
Wellen ein Hin- und Herschwingen der Elektronen assoziiert wird.

- Wenn die Welleneigenschaften akzeptiert werden, konnen Wahrscheinlichkeitsaussagen
damit gedeutet werden.

- Wahrscheinlichkeit wird von vielen Schiilern als Haufigkeit akzeptiert, von einigen wird
sie als Ungenauigkeit aufgefal3t.

- Die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation wird im wesentlichen fiir MeBfehler
verantwortlich gemacht.

- Die vorunterrichtlichen Modellvorstellungen zum Atom beschrinken sich auf ein
Planetenmodell in Analogie zu Bohr oder Rutherford.

- Schiiler benutzen fiir verschiedene Zwecke verschiedene Modelle zum gleichen
Gegenstandsbereich nebeneinander.

- Die Stabilitdt von Atomen ist fiir Schiiler befriedigend rein mechanisch begriindet.

- Bei Elektronenbahnen mufl man mit einem sehr stabilen Vorverstiandnis rechnen, das den
Elektronen im Atom eine Kreisbahn zuschreibt. Ein Bahnverbot kann als das Verbot
einer Kreis- oder Ellipsenbahn aufgefallit werden, wihrend andere Bahnen (z.B. eine
wellenférmige) moglich sind.

- Energie gilt als zentrale GroBe, tiber die man genaue Aussagen machen kann. Der Begriff
wird vielfdltig und nicht immer in klarer Weise verwandt (ClusterbegrifY).

- Der Zustand als zentraler Begriff wird im Zusammenhang mit diskreten Energieniveaus
akzeptiert.

- Die Quantelung der Energie kann mit einem Vorverstdndnis kollidieren, das jeder Energie
eine Wirkung zuschreibt.

- Erhaltungssétze nehmen nicht nur fiir die Energie eine zentrale Rolle ein, sondern auch
fiir jede Art von Quantenobjekten (Elektronen, Photonen).

Schiilervorverstindnis und numerisches Verfahren
Elektronen in stationdren Zustinden sind wesentlich durch ihre Eigenfunktion und den
Energieeigenwert charakterisiert. Die Kenntnis der Eigenfunktion y(x) erlaubt tiber die
Berechnung von y2(x) Aussagen zur rdumlichen Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit.
Diese Grofien lassen sich mit dem Potentialtopfansatz fiir gebundene Elektronen aus der
(angenommenen) Kenntnis des ortsabhidngigen Potentials mit der Schrédingergleichung
bestimmen. Losungen der Schrodingergleichung sollen mit Hilfe des Rechners numerisch
gesucht werden. Dabei wird die lokale Kriimmung der Eigenfunktion y(x) auf lokale Groflen
(Potential V(x) und Eigenfunktionswert y(x)) zuriickgefiihrt. Solche numerischen
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Losungsmoglichkeiten von komplizierten Gleichungen sind typisch flir den FEinsatz des
Rechners im Physikunterricht.

Fiir die Untersuchung gebundener Elektronen mit dem Potentialtopfansatz ist der Begriff des
Zustandes zentral. Die Stabilitdit von Zustinden wird von Schiilern nicht angezweifelt. Die
Beschreibung von Zustdnden ist im Schiilervorverstindnis positiv besetzt. Sie sind etwas
Handfestes nach all den Negativaussagen, die mit der Heisenbergschen Unschirferelation
verbunden sind (Man kann nicht ..., man darf nicht ...).

Das Zuriickfiihren der Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf lokal wirksame
GroBen (das Potential) hat vom Ansatz her Ahnlichkeit mit klassischen Gebieten der Physik,
die im Unterricht vorher behandelt wurden oder von Alltagsphdnomenen her bekannt sind.
Beispiel dafiir ist die Feldphysik, Kraftwirkungen im Feld sind ortsabhéngige Effekte, die z.B.
Einflu auf die Geschwindigkeit von Objekten nehmen.

Das Schiilervorverstindnis zur Physik ist allgemein von einem Ursache-Wirkungs-Denken
gepragt (SCHECKER 1985), dieser Ansatz kommt dem entgegen, indem er mdgliche Zustdnde
eindeutig vorhersagt. Welcher Zustand bei der Messung realisiert wird, 148t sich mit der
Angabe einer Wahrscheinlichkeit vorhersagen ebenso wie sich fiir den Ort, an dem man das
Elektron bei einer Messung antreffen wird, nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen 1a6t.
Ansatzpunkt wére also das Ursache-Wirkungs-Denken, dal3 die eindeutige Charakterisierung
von Zustinden erlaubt, das dann in der Quantenphysik allerdings noch durch Wahr-
scheinlichkeitsaussagen ergédnzt und relativiert werden muB.

Vergleicht man den numerisch geprdgten Ansatz mit der durch den Umgang mit Operatoren
gepragten Darstellungsweise in einfiihrenden Lehrbiichern zur Quantenphysik auf Hoch-
schulniveau, so ist der Zugang gewissermaflen genau umgedreht: Mithilfe der Operatoren
gewinnt man bei einer als bekannt angenommenen y-Funktion die Erwartungswerte fiir
prinzipiell meBbare Groflen wie die Energie, den Impuls und den Ort (iiber die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit). Bei dem dargestellten numerischen Verfahren gewinnt man aus den
bekannten Erwartungswerten fiir die Energie und der ortsabhéngigen Potentialfunktion die y-
Funktion, mit deren Hilfe sich dann Aussagen zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit gewinnen
lassen.

Dem Ursache-Wirkungs-Denken diirfte der Umgang mit Operatoren sehr wenig entsprechen:
Woher sind geeignete y-Funktionen bekannt, was soll man sich unter einem Operator
vorstellen? Der alternative, numerische Ansatz gibt jedoch durch das Potential praktisch ein
"Feld" vor, in dem sich die Elektronen gemil der Schrodingergleichung "verhalten" und eine
dementsprechende Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung einnehmen. Die Bedeutung der
y-Funktion wird dadurch stark eingschrdnkt: sie dient nur noch dazu, die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit zu ermitteln. In der durch Operatoren geprigten Darstellung dient sie
jedoch zur Ermittlung von verschiedenen Erwartungswerten. Diese verschiedenen Mog-

lichkeiten kann man in der Schule jedoch keinesfalls ausnutzen, so dal die Vorteile der

-49 -



Operatoren nicht zum Tragen kommen, wéhrend die begrifflichen Schwierigkeiten relativ grof3
sind. Mit dem numerischen Ansatz beschriankt man sich auf Aussagen zur Energie und

Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Eigenzustinden.

2.2.3. Konsequenzen fiir die Planung von QM-Unterricht
SCHECKER zeigt zwei prinzipiell verschiedene Moglichkeiten auf, wie das Vorverstindnis der
Schiiler bei der Unterrichtsplanung beriicksichtigt werden kann. Die erste Moglichkeit
bezeichnet er mit "Umgestaltung der Sachstruktur:
Abstimmung der Sachstruktur auf Schiilervorstellungen, Umgehung von als besonders
vermittlungsproblematisch erkannten Teilen, vertieftes Eingehen auf Elemente, bei denen
grofle Differenzen zu Schiilerprikonzepten bestehen, Ankniipfung an im Sinne der Physik
ausbaufahige Prakonzepte."
Die zweite Moglichkeit zielt auf eine "Verdanderung der Methodik des Physikunterrichts:
Explizierung von Vorverstindniselementen im Unterricht. Den Schiilern wird Gelegenheit
gegeben, ihre eigenen Beobachtungen und Interpretationsansitze zu artikulieren. Schiiler
erhalten phasenweise die Mdglichkeit, weitgehend unbeeinflult eigene Fragestellungen zu
entwickeln und zu verfolgen. Unterschiede zu physikalischen Denkrahmen und Pridkonzepten
werden im Unterricht explizit behandelt." (SCHECKER 1985, S.14)
Versteht man unter Anpassung der Sachstruktur an das Vorverstdndnis, dal im Sinne der
Physik ungeeignete Schiilervorstellungen umgangen werden, so ist das sicherlich ein
fragwiirdiges Berticksichtigen des Vorverstindnisses, da diese Konzepte nicht bearbeitet
werden und relativ unverdndert bestehen bleiben. Auch wenn es dem Schiiler gelungen ist,
daneben ein physikalisch richtiges Konzept aufzubauen, kann er doch immer wieder das alte
Konzept zu Handlungsorganisation heranziehen.
Man beobachtet immer wieder im Unterricht, da3 Schiiler bei bestimmten Aufgabenstellungen
physikalisch angemessen argumentieren und bei einer - aus der Sicht des Lehrers
vergleichbaren Situation - ganz anders argumentieren. Es werden nebeneinander zwei
verschiedene Konzepte herangezogen, da die Situationen nicht als gleichwertig erkannt
werden. Auch nach dem Unterricht wird das alte vorunterrichtliche Konzept benutzt. Diese
Gefahr besteht besonders dann, wenn man versucht, die Schiilerkonzepte zu umgehen, die aus
der Sicht des Lehrers ungeeignet sind. Ein derartiges Umgehen mit dem Schiilervorverstdndnis
wird durch den Begriff "misconception" nahegelegt, der in der englischsprachigen Literatur
gebrauchlich ist.
Eine Orientierung des Unterrichts am Vorverstandnis der Schiiler er6ffnet ihnen die Chance,
die eigenen Konzepte als erweiterungsbediirftig zu erkennen. Wenn groBere Differenzen der
Priakonzepte der Schiiler zum angestrebten Konzept bestehen, ist es sinnvoller, den Schiilern

Erfahrungen zu ermdglichen, die wenigstens teilweise noch mit den Pridkonzepten bearbeitet
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werden konnen als die Prikonzepte zu umgehen. Die Vorverstdndnisuntersuchungen zeigen
auch auf, an welchen Stellen Erfahrungsdefizite bestehen. Der am Vorverstindnis orientierte
Unterricht wird hier verstirkt entsprechende Erfahrungen ermoglichen.

Fiir einen Unterricht, der das Vorverstindnis beriicksichtigt, sollten dabei bevorzugt Inhalte
ausgewdhlt werden, die geeignet sind, zum Ausbau und zur Differenzierung von vorhandenen,
vom Lehrer als ausbaufihig erkannten Prikonzepten beizutragen. Damit verbunden ist auch
die Auseinandersetzung mit anderen Konzepten, sei es als Abgrenzung oder Verkniipfung, um
das unvermittelte Nebeneinander von Alltagskonzept und "Physikkonzept" zu verhindern.
Berticksichtigt man das Vorverstdndnis der Schiiler in dieser Art bei der inhaltlichen Planung,
so diirfte die Beflirchtung von SCHECKER, dal} das Wissen des Lehrers um das Vorverstindnis
der Schiiler den Dialog zwischen Lehrern und Schiilern verhindert, ungerechtfertigt sein.

Mit einer am Schiilervorverstindnis orientierten inhaltlichen Planung verbunden ist praktisch
immer eine verdnderte Methodik, die den Schiilern Gelegenheit gibt, ihre Vorstellung zu
artikulieren. Sie 1463t sich von der inhaltlichen Seite nicht trennen, da der Lehrer nur dann das
Schiilervorverstindnis seiner Schiiler kennenlernen kann, wenn er ihnen Raum dafiir gibt.
Inhaltliche und methodische Aspekte sind aber auch verkniipft, wenn der Lehrer die eigenen
Entscheidungen transparent macht und es deutlich wird, daB3 die gewihlte physikalische
Sichtweise nur eine von mehreren moglichen ist. Selbst innerhalb der Physik gibt es nicht nur
eine mogliche Sichtweise, sondern immer mehrere. Die Wahl des Aspekts ist einerseits vom
Unterrichtsarrangement her verbunden mit der unterrichtlich (als physikalisch definierten)
Problemstellung und andererseits vom Schiiller her mit den vorhandenen (dem
Physikunterricht, anderen Fachern oder mehr dem Alltag zugeordneten) Konzepten.

Die Verdnderung der Methodik des Physikunterrichts in Richtung eines explizit am
Vorverstindnis orientierten Unterrichts 24 kann nur eine Ergdnzung bei der Beriicksichtigung
des Vorverstindnisses sein, sie umfaflt nur wenige Unterrichtsstunden. An einigen kritischen
Stellen - besonders zu Beginn einer Unterrichtseinheit - kann es sinnvoll sein, wenn von
umfangreichen und wirkungsvollen Prikonzepten ausgegangen werden mufl. Als Beispiel sei
hier das Kraftkonzept in der Mechanik genannt, das SCHECKER in seiner Arbeit untersucht.
Unabhingig davon, wie man die Sachstruktur an das Schiilervorverstidndnis anpaf3t, ist immer
eine Methodik erforderlich, die der Explizierung von Vorverstindniselementen Raum gibt. Nur

so kann der Lehrer davon iiberhaupt Kenntnis erhalten. Die von SCHECKER alternativ

24 Zur Methode des expliziten SVU (am Schillervorverstandnis orientierter Unterricht) s. H. NIEDDERER, H.
SCHECKER: Ziele und Methodik eines wissenschaftstheoretisch orientierten Physikunterrichts; in: Der
Physikunterricht 16 (1982), S.58
In einem solchen Unterricht wird den Schiullern uiber einen langeren Zeitabschnitt hinweg (mehr als eine
Unterrichtsstunde) Gelegenheit gegeben, einen Versuch auf der Basis ihres eigenen Vorverstandnisses zu
deuten. Im Anschlu wird ihnen die wissenschaftlich anerkannte Deutung bekanntgegeben, evtl.
auftretende Parallelen von Schiulerdeutungen mit solchen in historischen Quellen werden durch Texte
belegt und diskutiert.
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gezeigten Moglichkeiten der  Beriicksichtigung des  Vorverstindnisses bei  der
Unterrichtsplanung sind keine Alternativen, die sich gegenseitig ausschlieBen. Vielmehr sind
sie getrennt voneinander gar nicht realisierbar.

Das Vorverstindnis zur Quantenmechanik ist geprdgt durch die Art seiner Quellen: Schule und
Massenmedien. Was fehlt, ist der direkte Alltags- und Handlungsbezug. Auch nach dem
Unterricht bleibt diese Schwierigkeit bestehen: das Quantenkonzept kann sich im Gegensatz
zur klassischen Physik kaum im Alltag bewdhren und ausschirfen. Die Phidnomene selbst sind
nicht von vornherein als quantenmechanische Phédnomene erkennbar (z.B. Farbe,
Leitfahigkeit). Das Experiment muf erst die reinen, physikalischen Phdnomene schaffen, wie
es die Zurlickfithrung der Farbe auf die Absorption bestimmter Wellenlédngen des Lichts ist. Es
schafft einen physikalischen Zugang zu den Phdnomenen und legt es den Schiilern nahe, ein
physikalisches Konzept - z.B. die Quantenmechanik - zur Erkldrung zu nutzen. Erst das als
physikalisch erkldrungsbediirftig dargestellte Phidnomen - die Absorption von Licht
bestimmter Wellenlénge - ist dann quantenmechanisch erklérbar.

Die Lebenswelt priagt das Vorverstindnis aber derart, daB Widerspriiche zwischen zwei
verschiedenen Konzepten (wie Welle und Teilchen) nicht unbedingt als Griinde fiir die
Entwicklung eines neuen Konzepts angesehen werden: Es wiren eben Theorien fiir zwei ver-
schiedene Bereiche, die nichts miteinander zu tun haben. Man kann je nach Auslegung der
Situation mal das eine oder mal das andere heranziehen. Die klassische dualistische Inter-
pretation mag zwar physikalisch inaddquat sein, muf3 aber Schiiler aufgrund ihrer
Alltagserfahrungen nicht unbedingt vor unldsbare Probleme stellen.

Soll die Quantenmechanik gelernt werden, miissen Situationen geschaffen werden, in denen das
Quantenkonzept zur Auslegung der Situation und zur Handlungsorganisation erfolgreich ist.
Es darf nicht einmal der Wellen- und ein anderes Mal der Teilchenaspekt betont werden, da so
das Springen zwischen Theorien begiinstigt wird. Beide Aspekte zusammen in ihrer Synthese
gehoren zum Konzept Quant. Um im Umgang damit eine gewisse Sicherheit zu erreichen, muf3
der Quantenmechanikunterricht selbst neben der beschreibenden und deutenden Ebene eine
operationale Ebene enthalten. Aus einer solchen Sicht sind also die Anwendungen in der
Quantenphysik ein wesentlicher Bestandteil des Unterrichts, um Lernen zu ermdéglichen.

Erst in der Anwendung zeigt sich die Brauchbarkeit von Konzepten und die Schiiler sind von
dem Erfolg ihres Lernprozesses iiberzeugt. VON GLASERSFELD berticksichtigt diese Kompo-
nente, indem er die Forderungen an einen erfolgreichen Unterricht so zusammenfaf3t:

"More important still, we shall have to create at least some circumstances where the students
perceive the possibility of experiencing the pleasure of finding that a conceptual model they
have constructed is, in fact, an adequate and satisfying model in a new situation. Only the
experience of such successes and the pleasure they provide can motivate a learner in-
tellectually for the task of constructing further conceptual models." (VON GLASERSFELD
1989, S. 137)
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Die Inhalte fiir eine entsprechende Unterrichtsphase sollten so ausgewdhlt sein, dal zur
erfolgreichen Handlungsorganisation das Konzept "Quant" und nicht z.B. Welle oder Teilchen
herangezogen wird. Anders ausgedriickt: Die Phdnomene sollten so beschaffen sein, dal zu
ithrer Erkldrung das Quantenkonzept am erfolgreichsten ist. Es reicht nicht aus, einmal zu
demonstrieren, da3 Elektronen Beugungsphidnomene zeigen und daBl Lichtquanten einen
Impuls haben, damit wiirde die schon fast klassische, dualistische Interpretation der Versuche
nur unterstiitzt. Am besten wére es, Phinomene auszuwéhlen, zu deren addquater Einordnung
moglichst viele Elemente des Quantenkonzepts herangezogen werden miissen.

Die Generalisierung von Erkenntnissen ist fiir Schiiler problematisch, da sie Situationen nicht
als vergleichbar ansehen, die vom Lehrer oder Physiker als dhnlich gesehen werden. Insbe-
sondere gilt das fiir experimentelle Ergebnisse, die flir Schiiler an den Kontext gebunden sind:
"To a scientist the results of an experiment give general information about a class of phe-
nomena; the particular objects and apparatus used are seen to 'stand for' a range of situations.
Children, on the other hand, may not see the particular features of a given experimental
arrangement in such general terms and as a consequence what they learn from an experiment
may be restricted to the particular context in which it was performed. Opportunities for
pupils to check out the range and limits of applicability of experimental results are therefore
important. In this way pupils may gain confidence in new ideas and see them as useful."
(DRIVER 1985, S.200f.)

Um Sicherheit innerhalb des Konzepts zu gewinnen, miissen auch die Grenzen ausgelotet wer-
den, der Geltungsbereich muf} iiberpriift werden. Darin driickt sich aus, dafl das Konzept kein
endgiiltiges sein kann, sondern sich weiterentwickelt, indem es in einer Reihe von neuen
Situationen ausprobiert wird.

In der Quantenphysik ist die Erklirung von experimentellen Ergebnissen nicht so direkt
moglich wie in anderen Bereichen der Physik. Der Weg vom beobachteten Phdnomen zur
Deutung oder Erklarung ist ziemlich lang, wodurch die Physik an Anschaulichkeit verliert.
Gerade deshalb kann man von den Schiilern nicht erwarten, dal3 sie die Generalisierung von
alleine leisten und selbsténdig erkennen, auf welche Phinomene das Quantenkonzept sich zur
Erklarung anwenden 14Bt. Es ist eher unwahrscheinlich, daB3 Schiiler das Quantenkonzept z.B.
in der Chemie selbstindig anwenden, da sie die Situationen nicht als vergleichbar
interpretieren. Werden aber im Physikunterricht selbst einige chemische Phinomene gezeigt
und quantenphysikalisch erklirt, sollte den Schiilern eine Generalisierung leichter fallen.
Gleichzeitig wird gezeigt, daB mehrere gleichwertige Zugidnge moglich sind und die Wahl des
Standpunktes die Sichtweise kanalisiert und bestimmte Konzepte favorisiert. Bestimmte
Phinomene, die vom Vorverstindnis der Schiiler her z.B. der Chemie zugeordnet werden,
erlangen in einer physikalischen Betrachtung eine ganz andere Deutung. Die Vertraglichkeit
mit der chemischen Deutung ist aber gegeben, so dafl auch die der Deutung zugrundeliegenden

Konzepte vertrdglich sind und miteinander verkniipft werden kénnen.
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Fir den verfolgten Ansatz zur Beschreibung von gebundenen Elektronen mit einem
einheitlichen Modellansatz ist eine Vorstellung von Atomen, die dem Bohrschen Atommodell
entspricht wenig geeignet. Die Anschaulichkeit dieses Modells ist so groB3 und die Einwénde
gegen ein solches Modell (Unbestimmtheitsrelation, elektromagnetische Instabilitit) werden
so wenig vom Vorverstidndnis gestiitzt, dal3 es ein nahezu aussichtsloses Unterfangen ist, aus
diesem Modell heraus eine quantenmechanisch mehr addquate Vorstellung vom Atom zu
entwickeln.

Erfolgversprechender ist da der Weg, von dem ebenfalls sehr stark ausgeprigten, klassischen
Teilchenkonzept auszugehen und auf den fiir Schiiler relativ einfach zuginglichen
Zustandsbegriff hinzuarbeiten. Mit der Wahrscheinlichkeit als Haufigkeit kann zunéchst fiir
freie Elektronen ein Einstieg in die Mikrophysik erfolgen. Quantenmechanik wiirde sich so als
Physik der Mikroteilchen, fiir die die Unbestimmtheitsrelation gilt, von der klassischen
Physik abgrenzen lassen.

In Analogie zur makroskopischen Physik wiirde dann das Verhalten von Quanten unter dem
Einflul von Feldern untersucht (gebundene FElektronen). Als neues Element kime die
Quantelung hinzu, diskrete Zustinde zur Charakterisierung von Quantensystemen werden
eingefiihrt. Durch Querverbindungen insbesondere zum Vorverstindnis von Wellen konnen
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten und Energieeigenwerte veranschaulicht werden. Damit wére
ein Einstieg in die Quantenmechanik gegeben, der eine ausbaufdhige Basis fiir die Beschreibung
und Erkldrung der Eigenschaften von Quantenobjekten darstellt.

Bei der Beschreibung gebundener Elektronen kann der Begriff des Zustandes eine zentrale
Rolle einnehmen. Schiiler neigen eher dazu, Phinomene durch die Zuordnung von absoluten
Eigenschaften zu Objekten als durch die Wechselwirkung zwischen den Elementen eines
Systems zu beschreiben (DRIVER 1985, S. 194). Eine Zustandsbeschreibung gebundener
Elektronen {iiber Eigenfunktionen (und damit verbunden die Aufenthaltswahrscheinlichkeit)
und Energieeigenwerte kommt diesem Vorverstindnis entgegen. Sie entspricht eher dem
Vorverstindnis als ein Ansatz, der das Verhalten von Elektronen in verschiedenen
experimentellen Situationen in den Vordergrund stellt.

Die Stabilitdt eines Zustandes ist fiir Schiiler nicht weiter erkldrungsbediirftig, wie die
Ergebnisse von BETHGE zeigen. Einer Begriindung bediirfen eher die Ubergiinge zwischen den
stabilen Zustinden als die Zustdnde selbst: "This tendency to consider changing rather than
equilibrium states is perhaps understandable in terms of what children think it is necessary to
explain. It reflects an important aspect of children's causal reasoning, namely that change
requires an explanation, it requires them to postulate a mechanism however simple to link
different states of a system in time; equilibrium situations on the other hand, because there is
no change with time, do not require explanation - they are 'how things are'." (DRIVER 1985, S.
95)
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Bezieht man diese Aussagen auf die Quantenphysik, so sind die natiirlich vorkommenden und
selbstverstidndlichen Systeme solche mit gebundenen Elektronen (Elektronen in Atomen und
besonders in chemischen Verbindungen) und nicht die freien Elektronen. Die relativ grofere
Stabilitdt der chemischen Verbindungen gegeniiber den freien Elektronen (und auch gegeniiber
den meisten Atomen) steht auBBer Frage. Insofern ist es verstindlich, wenn Schiiler die Stabili-
tdt von Atomen und Molekiilen als wenig erkldrungsbediirftig befinden.

Ein groBeres Interesse diirften dann Eigenschaften erwecken, die durch Ubergiinge zwischen
den Zustédnden erklart werden konnen. Die Kenntnis iiber die Zustdnde selbst ist notig, um die
Ubergiinge beschreiben zu konnen. Experimente ermdglichen es, durch die Wechselwirkung des
quantenmechanischen Systems mit der Umgebung Ubergiéinge zwischen den Zustinden zu
bewirken. Durch die Kenntnis der Zustinde konnen die Phidnomene erkliart werden, wobei
nicht fiir jedes Experiment alle Attribute des Zustands zur Erklirung herangezogen werden
miissen. Fiir die Spektroskopie kann z.B. die Energie der Zustédnde zur Erklarung ausreichen.
Gerade weil die Gefahr besteht, daB3 Schiiler zwischen verschiedenen Erkldrungsansitzen
springen und verschiedene Konzepte nebeneinander benutzen, ist es angemessener, den
Aspektcharakter der Erkenntnis nicht mit dem Objekt "Quant" zu verbinden, sondern auf die
Ebene der Phinomene zu verlagern. Ein Phanomen wie der Glanz einer Metallkugel kann auf
verschiedene Arten gedeutet werden: technisch, kiinstlerisch, chemisch, physikalisch.... Mit
der bewuBiten Wahl der Blickrichtung werden viele andere Aspekte zur Untersuchung des
Phidnomens ausgeschaltet. Legt man sich auf die Blickrichtung (und damit auf ein bestimmtes
Konzept) fest, dann sollte man auch innerhalb dieses Bereiches konsistent argumentieren. Fiir
die physikalische Deutung des Metallglanzes auf der Basis der Quantenphysik bendtigt man
in erster Linie die Energien der Zustidnde. Auf der Basis der Quantenphysik konnte man zwar
auch Aussagen iiber die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen manchen, man bendtigt
sie aber nicht und kann sie auch nicht mit den experimentellen Arrangements zum Metallglanz
iiberpriifen. Jedes Experiment liefert eben nur ganz bestimmte Informationen, die von der
Fragestellung abhéngen.

Innerhalb der Quantenphysik gebundener Elektronen nimmt der Begriff Zustand eine zentrale
Stellung ein. Will man dieses im Unterricht vermitteln, so miissen einerseits Beispiele gesucht
werden, die dieses illustrieren, andererseits muf3 ein theoretischer Ansatz fiir gebundene
Elektronen gesucht werden, der auf einer fiir Schiiler fabaren Ebene die Bedeutung des
Zustandsbegriffs erklirt. Er soll Informationen iiber Energieeigenwerte und gleichzeitig {iber
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten liefern, da diese beiden GroBen zur Kennzeichnung eines
elektronischen Zustand geeignet sind.

Fiir gebundene Elektronen konnen mit einem einfachen Ansatz (Potentialtopf) die beiden
Aspekte der Energieeigenwerte und der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in ihrer Kopplung
untersucht werden. Durch eine Variation des Potentialverlaufs kdnnen verschiedene Systeme

modelliert werden. Die Ergebnisse kdnnen mit makroskopischen Eigenschaften in Verbindung
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gebracht werden, wobei im Idealfall quantenmechanische Erklarungen fiir verschiedene

physikalische und chemische Erscheinungen gegeben werden.

2.2.4. Idee fiir einen Unterichtsgang

Grob skizziert konnte ein am Vorverstdndnis orientierter Unterrichtsgang so aussehen:

Ankniipfen an das vorhandene Teilchenkonzept der makroskopischen Physik.
Giiltigkeit fiir den mikroskopischen Bereich relativieren unter Beriicksichtigung von
Vorverstindniselementen wie:

- Energie als Erhaltungsgrof3e

- Kenntnisse aus der Wellenlehre

- Wahrscheinlichkeitsbegriff aus der Statistik

- Modellbegriff

- Rolle und Aufgaben der Wissenschaft Physik

Das Objekt Quant als Denkmodell vorstellen in Abgrenzung zu klassischen Teilchen.
Bewihrung des Modells bei der Erklarung von Phdnomenen. Die Phidnomene sind so
auszuwdhlen, da3 sowohl Wellen- als auch Teilchenaspekt von Bedeutung sind und die
Phinomene nicht mit dem Bohrschen Atommodell erklérbar ist.

- Nicht die Stabilitit von Atomen sollte als erstes Beispiel fiir die Anwendung der
Quantenmechanik am Anfang stehen, da diese im Vorverstindnis der Schiiler als
selbstverstidndlich angenommen wird und - wenn sie iiberhaupt als erkldrungsbediirftig
angesehen wird - mit einem Planetenmodell zufriedenstellend geklért ist und so nicht die
Notwendigkeit eines quantenmechanischen Modells gesehen wird.

- Farbstoffe (eindimensionaler Potentialtopf) an den Beginn stellen, da ein interessantes
Phidnomen (Farbe) mit wenig experimentellem Aufwand innerhalb des Modellansatzes
befriedigend gekldrt werden kann. Die bewuflite Analogie zur klassischen Physik
stechender Wellen ermdglicht erneut den Riickgriff auf bestehende Schiilerkonzepte.
Diese konnen sich durch Auseinandersetzungen mit quantenmechanischen Forderungen
weiterentwickeln und ausdifferenzieren.

- Erweiterung des Modells auf 3 Dimensionen und kompliziertere Potentialverldufe
fiihrt zum Atom. In dieser Phase ist expliziter am Schulervorverstindnis orientierter
Unterrricht sinnvoll, so daf3 Schiiler eine Chance haben, ein Orbitalmodell des Atoms als
Alternative zum Bohrschen Atommodell zu sehen, die begriindet und leistungsféhig ist.

- Anwendung auf andere Potentiale, um allgemeine Giiltigkeit zu zeigen.

- Verkniipfung z.B. iiber den Begriff der Polaritdt zu Alltags- und Schulkenntnissen iiber
makroskopische Stoffeigenschaften.

- Verkniipfungen zur Chemie, um dort gelernte Theorien {iber Bindung und Struktur
besser zu verstehen.

- weitere Verknilipfungen zu anderen Bereichen der Physik (Festkorperphysik)
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3. Molekiile

Molekiile sind elektrisch neutrale Systeme aus mehreren Atomkernen und den dazugehorigen
Elektronen. Eine konsequente Anwendung der Quantenmechanik auf diese Systeme ist
moglich und das Beschiftigungsgebiet der Quantenchemie, die ein wichtiges Gebiet der
Wissenschaft Chemie geworden ist. Schon in einem frithen Stadium der Entwicklung der
Quantenmechanik wurden die Moglichkeiten, aber auch die Schwierigkeiten 25 vorhergesehen:
"Die fundamentalen physikalischen Gesetze fiir eine mathematische Theorie eines groflen
Teils der Physik und fiir die gesamte Chemie sind damit vollstindig bekannt. Die
Schwierigkeit ist nur, dal die Anwendung der Gesetze zu Gleichungen fiihrt, welche fiir eine
Losung zu kompliziert sind." (DIRAC 1929, S.713)

Das Programm der Beschreibung von Molekiilen durch die Quantenmechanik ist mit grofen
Schwierigkeiten behaftet, da sich Molekiile wegen der groen Zahl der wechselwirkenden
Elemente nicht durch ein Gleichungssystem mit geschlossenen Losungen, sondern nur durch
Néherungsmethoden beschreiben lassen. Die verschiedenen Niherungsmethoden der
Quantenchemie und -physik unterscheiden sich nicht nur in dem Grad der Beriicksichtigung
von Wechselwirkungen, sondern auch in der Herangehensweise an das Problem der
Beschreibung eines Molekiils.

Fiir welchen Ansatz man sich entscheidet, hangt nicht nur von dem Problem ab, das man zu
bearbeiten hat. Eine nicht zu unterschidtzende Rolle spielt auch die Gewohnheit und die
Erfahrung im Umgang mit einem bestimmten theoretischen Ansatz. Die Giite der Ergebnisse
wird wesentlich durch die Zahl der beriicksichtigten Wechselwirkungen bzw. Parameter
bestimmt.

Ich will versuchen, verschiedene Methoden der Niherung in ihrem Grad der Beriicksichtigung
von Wechselwirkungen und in der Herangehensweise zu charakterisieren, um dann im
nichsten Abschnitt die im Unterricht gebrauchlichen Anséitze unter Finbeziehung des Po-

tentialtopfmodells zur Beschreibung der chemischen Bindung einordnen zu kénnen.

3.1. Beispielhafte Darstellungen in Hochschullehrbiichern fiir Physik und Chemie

Die Chemie kann zwar im Prinzip auf die Quantenmechanik reduziert werden, die chemischen
Systeme sind aber zu komplex, um quantenmechanisch exakt beschrieben werden zu konnen.
Zwar gilt auch hier die Schrodingergleichung, jedoch existieren keine geschlossenen Losungen
mehr, so dafl man in jedem Fall geeignete Ndherungsansitze finden muf3. Man muf} bei einer
Darstellung der Néherungsmethoden zu Beschreibung von Molekiillen nicht nur
beriicksichtigen, wie sich die verschiedenen Ansétze in der Herangehensweise unterscheiden,

sondern auch welche Wechselwirkungen vernachldssigt werden.

25 Das Zitat wurde der Arbeit von Primas (PRIMAS 1985, S.112) entnommen.
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Die Quantenchemie ist im Bereich der Ndherungsverfahren in den letzten Jahren und Jahr-
zehnten sehr erfolgreich gewesen und kann heute fiir nicht zu grole Molekiile die Konfigu-
ration der Kerne, die Ladungsverteilung und die Bindungsenergie so gut vorhersagen, dafl kaum
noch eine Abweichung zu experimentell gewonnenen Daten auftritt.

Der Aufwand, der getrieben wird, 14Bt sich variieren. Fiir viele Probleme ist nicht unbedingt
eine so groBBe Genauigkeit erforderlich, so dall die Anzahl der zu beriicksichtigenden Parameter
eingeschrinkt werden kann. Jede zusdtzliche Nidherung verursacht eine VergroBerung der
Ungenauigkeit, aber gleichzeitig eine Verringerung der Rechenzeit. Zunéchst stelle ich dar, wie
mit den verschiedenen Wechselwirkungen in Ndherungsverfahren umgegangen werden kann.
Erst danach sollen unterschiedliche Ansdtze fiir die Gewinnung von Naherungslosungen zu
Mehrelektronenproblemen verglichen werden.

Es sollen nur die grundlegenden Ideen verschiedener Ansdtze umrissen werden, deshalb
beschrinke ich mich - soweit es mdglich und sinnvoll ist - auf zweiatomige Molekiile. Ein
zweiatomiges Molekiil kann auf zwei unterschiedliche Weisen beschrieben werden: Man kann
es als ein System von zwei Atomkernen und einer definierten Anzahl Elektronen auffassen, so
daB3 das System nach auflen elektrisch neutral ist. Es kann aber auch als System von zwei
Atomen, die miteinander in Wechselwirkung treten, interpretiert werden. Die erste
Betrachtungsweise konnte man als eher physikalisch orientiert, die zweite als
strukturorientierte, chemisch beeinfluBte Herangehensweise bezeichnen. Neben dieser
unterschiedlichen Sichtweise eines Molekiil beeinflussen die Zahl und Art der beriicksichtigten
Parameter die verschiedenen Néherungsverfahren. Die Parameter sind im wesentlichen
Wechselwirkungen des zu betrachtenden Elektrons mit dem Rest des Molekiils. Hinzu
kommen relativistische Effekte und Effekte, die auf die rdumliche Ausdehnung des Elektrons
zuriickzufiihren sind. Da die Parameter bei den verschiedenen Néherungsverfahren die gleichen
sind, wird ein Abschnitt tiber Wechselwirkungen des Elektrons mit dem Rest des Molekiils

vorausgestellt. Die anderen Effekte werden vernachlissigt.

3.1.1. Arten der Wechselwirkung und Méglichkeiten zu ihrer Vernachlissigung
Eine vollstindige Beschreibung des raumzeitlichen Verhaltens des Elektrons als Bestandteil
eines Molekiils ist nicht leistbar, da es mit der gesamten Umgebung wechselwirken kann. Zur
Beschreibung einzelner Molekiile betrachtet man diese aus praktischen Griinden
ndherungsweise als abgeschlossene Systeme. Das chemische Verhalten von Molekiilen
(chemische Reaktion als raumzeitlicher Prozess) ist auf diese Weise rechnerisch nicht
zugénglich, da Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Molekiilen vernachldssigt werden.
In verschiedenen Stufen der Ndherung werden bestimmte Wechselwirkungen vernachléssigt
oder fiir eine zeitunabhingige Beschreibung gemittelt. Eine chemische Reaktion kann dann

niherungsweise als Ubergang zwischen Zustéinden gedeutet werden, wobei nur die Zustinde
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der Berechnung zuginglich sind, der Prozess nicht. Die Untersuchung verschiedener

miteinander wechselwirkender Molekiile erfordert einen erheblich groBeren Rechenaufwand.

Die Eigenzustinde von Elektronen in einem Molekiil innerhalb eines Molekiilverbands werden

durch Wechselwirkungen des Elektrons mit seiner Umgebung innerhalb und auflerhalb des

Molekiils beeinflu3t. Es wirken sich aus:

- die von den Kernen hervorgerufenen Coulombanziehungen,

- die von anderen Elektronen hervorgerufenen Coulombabstoflungen,

- die Spin-Spin-Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen oder einem Elektron und
Nukleon mit gleichem oder unterschiedlichen Spin,

- Coulombwechselwirkungen mit den Atomkernen und Elektronen anderer, benachbarter
Molekiile,

- im weiteren Sinne duflere Wechselwirkungen (Elektrische und magnetische Felder,

elektromagnetische Strahlung).

Verschiedene Ndherungen vernachldssigen bestimmte Wechselwirkungen.

Die Naherung des idealen Gases

Die elementarste Néherung bei der quantenmechanischen Zustandbeschreibung ist, dal man
das Molekiil als nicht mit anderen Teilchen wechselwirkendes System betrachtet. Diese
Bedingung ist nur in bestimmten experimentellen Situationen (Gase in verdiinnter
Atmosphére) ndherungsweise realisierbar. Durch die Ndherung des idealen Gases werden die
Wechselwirkungen mit der Umgebung als Storeinfliisse interpretiert, die vernachlassigbar sind.
Fiir die Beschreibung von Zustdnden wird das Molekiil als abgeschlossenes System behandelt.
Prozesse lassen sich so nur noch eingeschriankt beschreiben: sie miissen in eine Reihe von
Zustinden zerlegt werden, die sich nach der Storung des nun nicht mehr abgeschlossenen
System einstellen. Mit der Néherung des idealen Gases konnen durchaus energetische
Wechselwirkungen eines Molekiils mit der Umgebung beriicksichtigt werden, indem der

EinfluB der Storungen auf den sich neu einstellenden Gleichgewichtszustand untersucht wird.

Diese Néherung beinhaltet auch, da3 von den EPR-Korrelationen zwischen dem als Molekiil
definiertem System und seiner Umgebung abstrahiert wird. (PRIMAS 1985, S.115) Erst die
Vernachldssigung der EPR-Korrelation erlaubt es, Einzelmolekiilen eine Existenz

zuzuschreiben, die zu Wechselwirkungen mit der Umgebung fahig sind.

Die adiabatische Naherung

In der strengen Form der adiabatischen Ndherung betrachtet man das Einzelmolekdil praktisch

beim absoluten Nullpunkt. Die Bewegung der Kerne (Translation, Schwingung, Rotation) wird
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vernachlissigt, so dall keine kinetische Energie der Kernbewegung mehr auftritt. Gleichzeitig

ist das durch die Kerne verursachte Potential ist zeitunabhéngig.

Born-Oppenheimer-Naherung

Nicht so stark vernachldssigt wird die Kernbewegung in der Born-Oppenheimer-Néherung, die
eine Separation von Elektronen"Bewegung" und Kernbewegung vornimmt. (s. dazu BETHGE,
GRUBER 1990, S.350f. oder PRIMAS 1984, S.153ff.)

Das Verhiltnis der Elektronenmasse m_ zur Kernmasse M geht wegen der vergleichsweise
hohen Kernmasse gegen Null. Bewegen sich nun aufgrund einer Temperatur T>0 die Kerne,
folgen die Elektronen der Bewegung der Kerne praktisch trégheitslos. Durch den groflen
Massenunterschied bewegen sich die Elektronen so schnell, dafl sie die Kerne als ruhend
sehen. Die Kernbewegung kann in der Niherung separiert werden und durch eine eigene
Schrodingergleichung fiir die Kerne ausgedriickt werden, mit der dann das Translations-,
Schwingungs- und Rotationsverhalten des Kerngertists charakterisiert wird. Schwingungen und
Rotationen werden IR-spektrometrisch untersucht, diese Untersuchungstechnik hat grofe
Bedeutung bei Identifizierung von Substanzen, da z.B. bestimmte funktionelle Gruppen von
organischen Molekiilen bestimmten Absorptionsbanden zugeordnet werden konnen. Durch
die Separation der Kermbewegung konnen die Schwingungs- und Rotationszustdnde
weitgehend unabhéngig von den Eigenzustinden der Elektronen behandelt werden. Umgekehrt
kann fiir die Beschreibung eines elektronischen Eigenzustandes der Zustand der Kerne als
quasistationér betrachtet werden.

Ein Vorteil der Born-Oppenheimer-Néaherung ist, da3 die Beschreibung der Elektronen
zeitunabhiingig erfolgen kann. Die Verteilung der Elektronen (beschrieben iiber y2) und deren
Energie 146t sich im Ergebnis als Funktion des Kernabstandes darstellen. Der Kernabstand ist
in der Chemie eine wohlbekannte Grofe, die sich experimentell bestimmen 14Bt; von
Schwingungen und Rotationen abstrahiert man, indem die Ruhelage (bei Schwingungen) bzw.
der Schwerpunkt (bei Rotationen) der Kerne ihre Koordinaten bestimmt. Da die
Schrodingergleichung fiir das Molekiil separiert werden kann in eine Teilgleichung fiir die
Kerne und eine fiir die Elektronen, ist die Wellenfunktion des Molekiils gleich dem Produkt
aus der Wellenfunktion fiir die Kerne und die Elektronen. Fiir die Berechnung der
Gesamtenergie des Molekiils kann dann die elektronische Energie und die Coulombenergie der
Kerne addiert werden. Die kinetische Energie der Kerne kann fiir die Diskussion der chemi-
schen Bindung vernachléssigt, wenn nur stationdre Zustdnde bei einer bestimmten Kern-
konfiguration untersucht werden. Fiir die Beschreibung von chemischen Reaktionen und zur
Diskussion von kinetischen Prozessen wird aber der EinfluB der kinetischen Energie des
Kerngeriists (verursacht durch Translation, Vibration und Rotation) grofer, so dal er nicht

vernachldssigt werden kann.
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Mit der Born-Oppenheimer-Nédherung ist eine wesentliche Voraussetzung dafiir geschaffen
worden, dal die Quantenmechanik fiir den Chemiker iiberhaupt anwendbar wurde. Die
Strukturformeln geben mit der zusdtzlichen Angabe von Bindungsldngen und Bindungswinkeln
ein sehr genaues Bild von dem Kerngeriist. Die Elektronen tauchen in der klassischen
Strukturformel nur am Rande (als freie oder bindende Elektronenpaare) auf. Mit Hilfe der
Quantenmechanik kann bei Anwendung der Born-Oppenheimer-Néaherung die Verteilung der

Elektronen innerhalb des durch die Kerne aufgespannten Geriists untersucht werden.

Vernachldssigung der magnetischen Wechselwirkungen
Magnetische Wechselwirkungen mit Elektronen werden durch den Bahndrehimpuls und den

Spin der Elektronen verursacht. Auch der Spin der Kernteilchen bewirkt magnetische
Wechselwirkungen. Eine vollstidndigere Beriicksichtigung der magnetischen Wechselwirkungen

wird erst durch die Quantenelektrodynamik mdoglich.

Néherung unabhéngiger Teilchen:
Bei dieser Naherung wird ein Teilchen (ein Elektron) im Potential aller anderen Bestandteile

des Molekiils betrachtet. In das Potential konnen alle Wechselwirkungen des Elektrons mit
seiner molekularen Umgebung hineingerechnet werden. Mit einer solchen Einteilchennidherung
kann fiir jedes einzelne Elektron des Molekiils der Eigenzustand beschrieben werden. Fiir
jedes der Elektronen kann man ein unterschiedliches Potential annehmen, das durch alle Kerne
des Molekiils und durch die restlichen Elektronen verursacht wird. Man kann die
Wechselwirkungen auf die elektrostatische Wechselwirkungen beschrinken (einfaches
Verfahren) oder auch noch um die magnetische Wechselwirkungen erweitern.
Einteilchenndherungen ermdglichen es erst, iterative Rechenverfahren zur Bestimmung von
Elektronenkonfigurationen anzuwenden. Man kann bei einem gegebenen Potential fiir den
Zustand n die Energie E;; und die Eigenfunktion y(n) bestimmen. Das Ergebnis der Rechnung
fiir alle n-1 Elektronen kann das Potential fiir das n-te Elektron korrigieren, so da3 auf der
Basis des geénderten Potentials ein neuer Durchgang zur Berechnung der Eigenzustinde

gestartet werden kann etc. .
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3.1.2 Verschiedene Niherungsmethoden zur Beschreibung von einfachen
Molekiilen

Ein Molekiil kann man aus zwei grundsétzlich verschiedenen Sichtweisen heraus darstellen (s.

dazu z.B. SCHMIDTKE 1987, S.149 ff.).

Typ 1: Ein Molekiil besteht aus Atomen, die miteinander in Wechselwirkung treten. Jedes
Elektron stammt von einem bestimmten Atom, kann aber mit den anderen Atomen
wechselwirken.

Typ 2: Ein Atom ist ein System von Atomkernen und Elektronen. Jedes Elektron gehort
prinzipiell dem ganzen Molekiil an.

Die erste Sichtweise orientiert sich mehr an der Chemie. Ein Molekiil wird mit den Atomen als

Bausteinen und der Strukturformel als Bauplan aufgebaut. Die Elektronen werden unterteilt in

Rumpfelektronen (die nur einem Atom zugehdren) und Valenz-elektronen, die fiir die Bindung

und die Geometrie des Molekiils verantwortlich sind. Betrachtet werden die Wech-

selwirkungen aller Valenzelektronen mit den jeweils benachbarten Atomriimpfen.

Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Berechnung der elektronischen Zustéinde der Molekiile ist

eine detaillierte Kenntnis der Geometrie des Molekiils (Geriist der Atomriimpfe), die sich z.B.

in der Strukturformel ausdriickt. Der chemischen Anschauung kommt ein solcher Ansatz

entgegen, auch sind die Ergebnisse von Berechnungen kleiner Molekiile zufriedenstellend. Fiir
grofle Molekiile wird die Zahl der gleichzeitig zu beriicksichtigenden Wechselwirkungen
allerdings so hoch, daf} die rechnerischen Kapazititen auch von Grofrechnern arg strapaziert
werden. Der chemisch orientierte Ansatz ist historisch alter, wird aber in der modernen

Quantenchemie zunehmend zuriickgedridngt von Ansétzen des Typs 2. Fiir den "chemischen

Alltag" - wenn es mehr um das qualitative Verstindnis geht (ein Beispiel: um das schnelle

Erfassen eines Synthesevorschlags bei der Vorstellung eines neuen Stoffes aus der organischen

Chemie) - ist eine solche Auffassung sehr wertvoll und erlaubt eine schnelle Orientierung und

Systematisierung. Das Beispiel fiir einen strukturorientierten, quantenchemischen Ansatz ist

die Valence-Bond-Theorie, deren wesentliche Ideen ich kurz darstellen mochte.

Unter der Sichtweise vom Typ 2 lassen sich alle MO-Theorien zusammenfassen. Diese

Ansidtze sind historisch jlinger und in Analogie zu der Behandlung von Mehrelektronen-

Atomen entstanden. Der chemischen Anschauung kommen sie nicht so sehr entgegen, da das

Atom seinen Charakter als Baustein eines Molekiils verliert. Ein Vortelil ist, dal die Methoden

in der Regel auch ohne detaillierte Kenntnis der Geometrie des Molekiils akzeptable

Ergebnisse liefern und daBl die Losung der rechnerischen Probleme einfacher ist als bei den VB-

Ansdtzen. Ursache dafiir ist, daB (im Prinzip) bei einem MO-Ansatz alles auf

Einelektronenprobleme reduziert werden kann, wihrend bei dem VB-Ansatz immer alle

Wechselwirkungen gleichzeitig betrachtet werden miissen. Da es bei den MO-Verfahren sehr

viele Varianten gibt, wird die Darstellung der wichtigsten Nidherungen und Vorgehensweisen

etwas mehr Raum beanspruchen.
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3.1.2.1 VB-Methode

Die Orientierung der VB-Methode an den Strukturformeln der Chemie soll am Beispiel des

Wasserstoffmolekiils dargestellt werden. Es besteht aus dem ersten Atom mit dem Kern A
und dem Elektron 1 und dem zweiten Atom mit dem Kern B und dem Elektron 2. Ordnet man
jedes Elektron einem Atomkern zu, sind in einem Molekiil folgende Zuordnungen der
Elektronen denkbar:

A(1) B(2) A(2)B(1) A(DAQ2) B(1)B(2)
In den ersten beiden Strukturen wiren die Elektronen gleichverteilt, bei den letzten beiden

wiirden die Elektronen jeweils nur einem Atom angehodren. Diese Darstellungsweise orientiert
sich an denkbaren Strukturformeln des Molekiils H»:

H—H H—H H-H* HT H-

Die ersten beiden Strukturformeln symbolisieren eine kovalente Bindung, bei der die Elek-
tronen zwischen beiden Atomen gleichmdfBig aufgeteilt sind, die beiden letzten Formeln
symbolisieren ionische Strukturen, bei denen die Elektronen ungleich verteilt sind. Keine der
vier moglichen Strukturen charakterisiert das Wasserstoffimolekiil vollstindig. Erst alle vier
Strukturen zusammen ergeben eine bestmogliche Beschreibung der Bindungsstruktur des
Wasserstoffmolekiils, fiir die die Gesamtenergie des Systems minimal wird.

Die Umsetzung in eine quantenmechanische Beschreibung des Wasserstoffmolekiils H, wurde
erstmals von Heitler und London 1927 geleistet. Die Schrodingergleichung des

Zweielektronensystems lautet:
2
(1) (A +Ay)+Vy=Ey

wobei der Potentialterm V alle Wechselwirkungen berticksichtigt:
A<l B<2 A<2 B<l l<2 A<B

“2m

Wenn sich die beiden Atome gegenseitig nicht stéren wiirden (sie wéren dann im Idealfall
unendlich weit voneinander entfernt), wéren nur die Wechselwirkungen zwischen Kern A und
Elektron 1 sowie zwischen Kern B und Elektron 2 zu beriicksichtigen. Da die beiden
Teilsysteme Atom 1 und Atom 2 in diesem Fall separierbar sind, kann als Losungsfunktion
des fiir die Schrodingergleichung des Gesamtsystems das Produkt der Losungen fiir die beiden,

voneinander getrennten Einzelsysteme angesetzt werden:

(2a) y1=yal) y(2)
Beriicksichtigt man in dem Potentialterm der Schrodingergleichung (1) jeweils nur die
Wechselwirkungen innerhalb eines Atoms, so ergibt die Summe der Einzelenergien der
ungestorten Atome die Gesamtenergie. Setzt man die Losungsfunktion (2a) fiir die
Schrodingergleichung an, die auch die Wechselwirkungen zwischen Bestandteilen der
unterschiedlichen Atome beriicksichtigt, so konnen die Potentialterme in solche der ur-

spriinglichen, ungestorten Atome und in Stérungsterme (bedingt durch das Nachbaratom)
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unterschieden werden. Die Nachbaratome verursachen eine Storung des Eigenzustandes, die
durch Storungsterme beriicksichtigt wird und die sich in einer gegeniiber den urspriinglichen
Atomen verdnderten Eigenfunktion und einem verdnderten Energieeigen-wert der Elektronen
duBern. Die Auswirkungen der Stérungen werden mathematisch durch eine Stérungsrechnung
untersucht.

Gleichberechtigt wire wegen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen aber auch die Lo-

sungsfunktion

(2b) Y2 =ya(2) y(1),
bei der die Zuordnung der beiden Elektronen vertauscht wurde. Damit wéren die ersten beiden
denkbaren (kovalenten) Strukturen gemif den Strukturformeln beriicksichtigt.

Den ionischen Strukturen zugeschrieben werden konnen die Losungsfunktionen

(20) y3=ya(l) ya(2),

bei der beide Elektronen dem Atomkern A zugeordnet werden, sowie

(2a) y4=yg(l) yp(2),
bei der beide Elektronen dem Atomkern B zugeordnet werden.
Die bestmogliche Ndherungslosung der Schrodingergleichung zeichnet sich durch ein Minimum
der Energie aus. Alle vier Losungsfunktionen y; bis y4 sind Losungen, aber erst die
Linearkombination, die auch eine Losung der Schrdodingergleichung (1) ist, fiihrt zu einem

Energieminimum:

3) y=Cry1 Tcaya Te3yz Feqyy
Die Koeffizienten ¢, (fiir die sowohl positive als auch negative Werte erlaubt sind), mit
denen die einzelnen Losungsfunktionen eingehen, werden durch eine Variationsrechnung
bestimmt. 2¢ Zur vollstdndigen Beschreibung des Wasserstoffmolekiils wurden vier Strukturen
beriicksichtigt.
Bei dem unpolaren Molekiil bestimmen zu gleichen (relativ hohen) Anteilen die Strukturen

H-H [A(1)B(2)] sowie H-H [A(2)B(1)] mitc; =c,

die Gesamtstruktur, wihrend die ionischen Strukturen nur mit einem kleinen Anteil an der
Beschreibung der Gesamtstruktur beteiligt sind. Die Beriicksichtigung der ionischen
Strukturen bringt aber eine Verbesserung der Ergebnisse der Variationsrechnung mit sich: die
Energie wird weiter minimiert.
Jede einzelne Strukturfomel kennzeichnet fiir sich das Molekiil nicht vollstindig. Je mehr
Grenzstrukturen als Basis zur Verfligung stehen, desto besser (aber auch aufwendiger) wird

die Beschreibung des Gesamtmolekiils werden. Chemische Strukturkenntnis erleichtert die

26 Auf eine Darstellung der Storungsrechnung und des Variationsverfahresns wird bewuf3t vezichtet, da die
Idee des Ansatzes im Mittelpunkt stehen soll. Fur eine didaktische Bewertung liegt die mathematische
Umsetzung auflerhalb des Interesses.
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Auswahl relevanter Grenzstrukturen und damit die Auswahl eines Basissatzes, mit dem die
Variationsrechnung zur Bestimmung des Energieminimums fiir das Molekiil im Grundzustand
durchgefiihrt werden kann.

Angeregte Zustinde des Molekiils werden durch eine andere Linearkombination der
Losungsfunktionen beschrieben. Dies sei kurz am Beispiel des Wasserstoffmolekiils dar-
gestellt, bei dem nur die den kovalenten Strukturen zugeordneten Lésungsfunktionen als Basis
benutzt werden. Ausgehend von den linear unabhingigen Losungen (2a) und (2b) sind die

beiden Linearkombinationen
ys=c1yp tcyy  mitep=cp
und Ya=C1Y]| -CY2 mitc; = -cy

Losungen der Schrodingergleichung. Die erste, symmetrische Linearkombination fiihrt durch
den Storeinflul des Nachbaratoms zu einer Erhohung des Funktionswertes zwischen den
beiden Atomkernen gegeniiber der Summe aus den ungestorten Einzelfunktionen, die zweite,
asymmetrische Linearkombination zu einer Erniedrigung: zwischen den beiden Atomkernen
tritt eine Nullstelle auf. Die damit verbundene Anderung der Ladungsdichte gegeniiber den
getrennten Einzelatomen bewirkt ihrerseits eine Storung des Energieeigenwertes, da sich die
Potentialterme in der Schrédingergleichung (1) &ndern. Im ersten Fall der erhohten
Ladungsdichte in Bindungsmitte wird der Energieeigenwert gegeniiber der Summe der

Einzelenergien abgesenkt, im zweiten Fall tritt eine Energieerh6hung ein.

Beriicksichtigung des Spins
Sowohl die symmetrische als auch die asymmetrische Linearkombination der Eigenfunktionen
beschreiben jeweils zwei Elektronen, die in allen bisher beriicksichtigten Eigenschaften
vollkommen iibereinstimmen. Gemil3 dem Pauliprinzip kdnnen aber nicht zwei Elektronen in
allen Quantenzahlen identisch sein, so da3 zur Unterscheidung noch eine weitere Eigenschaft -
der Spin - mit herangezogen werden mul}. Die Unter-scheidbarkeit der Elektronen ist
gewihrleistet, wenn die symmetrische Linearkombination der (Bahn-)Eigenfunktionen ver-
bunden mit antiparallelen Spineigenfunktionen des Elektronenpaars zur vollstindigen Be-
schreibung  herangezogen  wird. Die antisymmet-rische Kombination der
(Bahn)Eigenfunktionen mit der parallelen Spineigenfunktion f erfiillt auch das Pauliprinzip.?’
Fiir die vollstindige Beschreibung des bindenden Grundzustand bei Beriicksichtigung der

Spineigenfunktionen aund b muBl die symmet-rische Linearkombination der (Bahn-

)Eigenfunktionen
Ys=cC1¥1 ey mit
27 Die Zuruckfuhrung des Pauliprinzips auf das Antisymmetrieprinzip ist fur das Wasserstoffmolekul bei

Finkelnburg (FINKELNBURG 1962, S.198f.) beschrieben.
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y1=ya(l) yg(2) und y; =ya(2) yg(1)
kombiniert werden mit der asymmetrischen Linearkombination der Spineigenfunktionen
fa=a(1)b(2) - a(2)b(1)
Dies ist die einzig mogliche Kombination von Spineigenfunktionen, die dem Pauliprinzip
geniigt. Fiir die antisymmetrische Kombination von (Bahn-)Eigenfunktionen gibt es mehrere
Kombinationen der Spineigenfunktionen, die im parallelen Spin der beiden Elektronen re-
sultieren.
Man erhilt einen bindenden Zustand, der durch eine erhohte Aufenthaltswahr-scheinlichkeit
der Elektronen in der Bindungsmitte, eine Energieabsenkung gegeniiber den getrennten Atomen
und den antiparallelem Spin der Elektronen gekennzeichnet ist. Der antibindende Zustand ist
durch eine Erniedrigung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit der FElektronen in der
Bindungsmitte, durch eine Erh6hung des Energieeigenwertes gegeniiber den getrennten Atomen
und durch parallelen Spin der Elektronen gekennzeichnet. Spektroskopisch ist nachgewiesen,
dafl der Grundzustand durch Elektronen mit antiparallelem Spin besetzt ist, wahrend bei

angeregten Zustinden parallele Spins erlaubt sind.

Zusammenfassend kann man die VB-Methode wie folgt charakterisieren: Basis sind die
Strukturformeln der Molekiile, durch die Strukturformel wird jedes Elektron eindeutig einem
oder zwei Atomen zugeordnet. Fiir ein Molekiil werden alle Strukturen konstruiert, die nach
den chemischen Kenntnissen zu realisieren sein konnten. Keine Struktur beschreibt den
Zustand fiir sich alleine, erst die Uberlagerung aller Valenzstrukturen gibt eine annihernd
vollstindige Beschreibung des Valenzverhaltens. Historisch dltere Vorstellungen (PAULING
1968, S.16) gingen von einer Resonanz zwischen den verschiedenen Valenzstrukturen als
Grenzzustdnden aus. Fiir jedes Elektronenpaar innerhalb jeder Valenzstruktur wird die
Schrodingergleichung  durch einen Produktansatz der ungestorten FEigenfunktionen
(Produktfunktionen) fiir die beiden Elektronen der Einzelatome geldst. Durch geeignete
Linearkombinationen der einzelnen, jeder Struktur zugeordneten Produktfunktionen wird
jeweils ein Satz bindender und antibindender Eigenfunktionen gewonnen. Jede der so
gewonnenen Funktionen kennzeichnet einen Zustand, der mit zwei Elektronen besetzt werden
kann. Sind fiir ein Elektronenpaar nur Grenzstrukturen mit zwei Atomen beteiligt, so kann das
Elektronenpaar zwischen zwei Atomen lokalisiert werden. Sind pro Elektronenpaar mehr als
zwei Atome beteiligt, 28 kann eine Delokalisierung der Valenzelektronen auftreten, so dal3 die
Elektronen nicht mehr eindeutig zwischen zwei oder an einem Atom lokalisiert werden

konnen.

28 Bei einem dreiatomigen Molekiil konnten die Grenzstrukturen A=B-C bzw. A-B=C auftreten, so daf ein
Elektronenpaar einmal zwischen A und B, einmal zwischen B und C lokalisiert ist.
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Hybridisierung

Zum Konzept der VB-Methode gehort auch die Hybridisierung, die vor allem fiir die Be-
schreibung von organischen Molekiilen von Bedeutung ist. Das Problem 146t sich am besten
am Beispiel des Methanmolekiils CH4 verdeutlichen. Sdmtliche spektroskopische Methoden
(z.B. IR-Spektroskopie zur Untersuchung des Schwingungs- und Rotations-verhaltens, UV-
Spektroskopie zur Untersuchung der elektronischen Anregung) weisen darauf hin, daf alle vier
C-H-Bindungen gleichberechtigt sind: die Bindungsabstinde und Bindungsenergien sind gleich,
die vier H-Atome umgeben das C-Atome tetraedrisch. Aus der Kenntnis der elektronischen
Konfiguration des Kohlenstoffatoms (1s2, 252 2py1, 2py !> 2p,0) wird das nicht verstindlich.

Zieht man - analog zur Vorgehensweise beim Wasserstoffatom - die Atomorbital-funktionen
der einfach besetzten Zusténde 2p, und 2py fir die Bildung der Valenzorbitale heran, so
wiirden nur zwei Valenzorbitale unter einem Bindungswinkel von 90° entstehen. Die
Atomorbitalfunktionen der einfach besetzten Zustinde des Kohlenstoff-atoms allein sind
deshalb eine ungeeignete Basis fiir das VB-Verfahren zur Beschreibung des Methanmolekdils.
Beriicksichtigt man, daf die 2s-Atomorbitalfunktion und die drei 2p-Atomorbital-funktionen
ndherungsweise energetisch entartete, linear unabhingige Losungen der Schrodingergleichung
fiir das Kohlenstoffatom sind, so ist auch jede Linearkombination der 2s- und 2p-
Atomorbitalfunktionen eine Losungsfunktion der Schrodingergleichung. Man kann aus den
vier normierten und orthogonalen Atomorbitalfunktionen 2s, 2px, 2py und 2p, vier normierte
und orthogonale sp3-Hybridorbitalfunktionen bilden, die wiederum energetisch entartet sind.
Diese sp3-Hybridorbitalfunktionen des Kohlenstoffs stehen dann (neben den Is-
Atomorbitalfunktionen der Wasserstoffatome) als Basisfunktionen fiir die Bildung von
Valenzorbitalen zur Verfiigung.

Aus den vier sp3-Hybridorbitalen des Kohlenstoffs und den vier 1s-Atomorbitalen des
Wasserstoffs entstehen jeweils vier bindende und antibindende, energetisch entartete
Valenzorbitale, die jeweils einer lokalisierten Bindung zwischen dem Kohlenstoff- und einem
Wasserstoffatom zugeordnet werden.

Durch die Hybridisierung werden Losungsfunktionen der Schrodingergleichung bereitgestellt,
die als Basis fiir die Ermittlung der Eigenzustinde des Mokekiils besser geeignet sind als die
einzelnen Atomorbitalfunktionen. Die Verbesserung dufBlert sich in einer Erniedrigung der
berechneten Energieeigenwerte und verbesserten Eigenfunktionen, die zu einer Verteilung der
Ladungsdichte  fiihren, die mit den experimentell abgesicherten  chemischen
Strukturkenntnissen besser iibereinstimmt. Die Verteilung der Ladungsdichte kann iiber
lokalisierte Bindungen interpretiert werden.

Etwas schwierig ist bei dem Verfahren die Bildung der "richtigen" Hybridorbitale. Durch die
Orthonormierung ist zwar eine Randbedingung gegeben, die aber noch viele mdgliche
Kombinationen zuldft. Je nach Struktur des Molekiils sind verschiedene Hybride beim

gleichen Atom sinnvoll. Beim Kohlenstoffatom kdnnen Hybride unter Einbeziehung aller drei
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2p-Atomorbitalfunktionen gebildet werden oder nur mit einem oder zwei 2p-Atomorbitalen.
Welche Hybridorbitale am besten geeignet sind, erkennt man erst zum SchluB der ganzen
Rechnung gemidBl dem VB-Verfahren an dem niedrigst moglichen Energieeigenwert des
Valenzorbitals. Mit der Kenntnis der Struktur des Molekiils und dem Erfahrungsgrundsatz,
daB eine bestmdgliche riumliche Uberlappung der Hybridorbitale am ehesten zu einem
Energieminimum fiihrt, lassen sich aber empirisch begriindete Hybridorbitale angeben.??

Mit dem Kunstgriff der Hybridisierung von Atomorbitalen kann innerhalb der Valenz-Bond-
Methode jedes Elektronenpaar eindeutig einer Bindung zugeordnet werden. Das
Kohlenstoffatom als Baustein eines Molekiils liefert 4 sp3-Elektronen, von denen jedes nur
einer einzigen Bindung zugeordnet wird. Die Zahl der Losungsfunktionen, die fiir die
Beschreibung einer einzelnen Bindung beriicksichtigt werden muf, sinkt damit drastisch. Fiir
eine CH-Bindung bendtigt man als Basis nur noch die 1s-Atomorbitalfunktion des ungestdrten
Wasserstoffatoms  und  eine sp3—Hybrid—Atomorbitalfunktion des  ungestorten
Kohlenstoffatoms, womit sich der Rechenaufwand vermindert, da fiir jede Bindung nur zwei

Basisfunktionen beriicksichtigt werden miissen.

Zusammenfassung

Die sehr stark an der chemischen Strukturtheorie orientierten Valence-Bond-Methode ordnet
innerhalb einer chemischen Grenzstruktur jedes Elektron einem Atom oder einer Bindung zu.
Innerhalb der Grenzstruktur unterliegen die Valenzelektronen auch den Einfliissen der
Nachbaratome, die als Storung aufgefait und durch die Stérungsrechnung berticksichtigt
werden. Zur Beschreibung eines Molekiils werden mehrere Grenzstrukturen iiberlagert, wobei
die bestmogliche Kombination durch eine Energieminimum ausgezeichnet ist.

Die in 3.1.1. genannten Néherungen werden zum groften Teil fiir die VB-Theorie heran-
gezogen. Uneingeschriankt wird die adiabatische Naherung des idealen Gases angenommen, nur
mit Einschriankungen die Vernachldssigung der magnetischen Wechsel-wirkungen und das
Modell der unabhingigen Teilchen. Durch die Einbeziehung der Spineigenfunktionen wird das
Pauliprinzip beriicksichtigt. Innerhalb einer Grenzstruktur werden (zumindest fiir Molekiile)
immer Elektronenpaare untersucht. Die Wechsel-wirkungen zwischen den beiden Elektronen
werden durch die Stérungsrechnung berticksichtigt. Die VB-Methode ist von ihrem Ansatz her
kein Einelektronenmodell, das Wechselwirkungen zwischen Elektronen generell vernachléssigt.
Das gilt zumindest fiir die Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen des
Elektronenpaars. Inwieweit der EinfluB der anderen Elektronenpaare innerhalb einer
Grenzstruktur beriicksichtigt werden muf3 oder kann, muf3 im Einzelfall entschieden werden.
Entfernt zu den VB-Ansdtzen konnte man auch die Feynmansche Bechreibung von
Molekiilen rechnen (FEYNMAN 1988, S.194 ff.). Der Energiegewinn, der bei dem Springen

29 Das Verfahren der Hybridisierung im Rahmen der VB-Theorie wird relativ ausfuhrlich bei Schmidtke
(SCHMIDTKE 1987, S.157ff.) beschrieben.
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zwischen verschiedenen moglichen (Grenz-) Zustinden gewonnen wird, steht bei der
Erkldrung der chemischen Bindung im Mittelpunkt. Es werden Grenzzustinde wie bei der
Valence-Bond-Theorie angenommen, zwischen denen die Elektronen hin- und herpendeln. Die
mathematische Formulierung der Beschreibung iiber Zustands-vektoren unterscheidet sich

allerdings von der chemisch geprégten VB-Theorie.

3.1.2.2. MO-Methode
Die Molekiil-Orbital-Theorie betrachtet das Molekiil als Gesamtheit, in dem die Elektronen

innnerhalb eines durch die Kerne aufgespannten Raums verteilt werden. Die Elektronen

gehoren prinzipiell dem ganzen Molekiil an, so daf3 das Molekiil nur noch eingeschrankt als
aus individuellen Atomen aufgebautes Gebilde angesehen werden kann. Vielmehr liefern die
indiviudellen Atome die Bausteine - Atomkerne und Elektronen - fiir das Molekiil. Auf der
Grundlage der Born-Oppenheimer-Ndherung konnen die Kerne als quasistationir angesehen
werden, so daf3 man von einem statischen Kerngeriist ausgehen kann.

Durch die Born-Oppenheimer Nédherung ist es moglich, die quantenmechanische Beschreibung
der Elektronen von der der Kerne zu separieren. Geht man noch weiter, so kdnnen
néherungsweise die Rumpfelektronen von den Valenzelektronen separiert werden, so daf3 man
die quantenmechanische Beschreibung der Valenzelektronen von der der Atomriimpfe trennt.
Die Elektronen des Atomrumpfs werden meist einzelnen Atomkernen zugeordnet, sie sind fiir
die hohe Elektronendichte in der Ndhe der Kerne verantwortlich. Insbesondere bei schweren
Atomen mit sehr vielen Elektronen wird erst durch die Trennung von Valenzelektronen und
Atomrumpf eine quantenmechanische Beschreibung des Molekiils moglich.

Jeder elektronische Zustand n wird durch eine Molekiilorbitalfunktion y(n) charakterisiert, die
als Losung der Schrodingergleichung dem Elektron eine definierte Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit y2(n) fiir jeden Ort innerhalb des Molekiils verbunden mit einem
Energieeigenwert E, zuschreibt. Zur Berlicksichtigung von Wechselwirkungen in der
Schrodingergleichung und das Finden geeigneter Losungsfunktionen gibt es viele verschieden
komplexe Naherungsmethoden. Als eine in den einfiihrenden Hochschul-lehrbiichern sehr weit
verbreitete Methode soll die LCAO-MO-Methode dargestellt werden: Die Gewinnung von
Molekiilorbitalfunktionen durch die Linearkombination von Atomorbitalen. Andere, vor allem
komplexere MO-Methoden sollen nur in einem Ausblick kurz skizziert werden. Von den
LCAO-Methoden abgegrenzt werden kann der Potentialtopfansatz, der auch zu den MO-
Methoden gezéhlt werden kann.

Die LCAO-MO-Methode
Das einfachste molekulare System ist das Wasserstoffmolekiilion H,", an dem sich die

Idee des Ansatzes darstellen 14Bt. Dieses Teilchen ist zwar praktisch ohne grof3e

Bedeutung, aber von groflem Interesse fiir Theoretiker."Die exakte Losung der GI.(..) ist

- 69 -



deshalb wichtig, weil sie mit dem Experiment verglichen werden kann und die
Anwendbarkeit der Quantenmechanik auf molekulare Systeme iiberpriifen 143t. Weiterhin
kann die Giiltigkeit von Nédherungsmethoden, die man bei komplizierteren Molekiilen

verwenden mufl, durch den Vergleich ihrer Ergebnisse fiir H2Jr mit denen der exakten
Rechnung tiberpriift werden." (BEISER 1983, S.112)

Fiir das Wasserstoffmolekiilion kann bei Separation der Kernbewegung die elektronische

Schrodingergleichung
hZ
{8y i) = By
2m )

mit dem Potential

V(r) = —— (i+ i)

dme,\r, 1y

fiir die Bewegung des Elektrons im Feld der ruhenden Kerne A und B angegeben werden.

Bei H2Jr 146t sich die Schrodingergleichung geschlossen losen, wenn man die Kernbe-wegung

separiert, da es sich um ein Einelektronenproblem handelt. 30
Bei einem sehr groBen Kernabstand wird das Elektron entweder in der Ndhe des Kerns A oder
B sein und durch die Wellenfunktion des ungestorten Wasserstoffatoms mit guter Niherung
beschreibbar sein. Die Energie des Gesamtsystems ergibt sich dann aus der Summe der
Energien der Teilsysteme Wasserstoffatom und Proton. Bei abnehmenden Abstand der Kerne
nimmt der Einflull des zweiten Protons zu. Innerhalb des LCAO-Ansatzes wird angenommen,
daBl sich dieser Einfluf beriicksichtigen 146t, indem man als Molekiilorbitalfunktion eine
Linearkombination der nicht orthogonalen Atomorbital-funktionen y, und yg ansetzt. Je nach
Paritdt der Atomorbitalfunktionen erhdlt man eine Molekiilorbitalfunktion ohne oder mit
einem Knoten in der Mitte zwischen den beiden Kernen, sie werden symmetrische oder
unsymmetrische MO-Funktionen genannt. Fiir immer kleiner werdende Kernabstéinde geht die
symmetrische MO-Funktion in die Grundzustandfunktion des Elektrons vom Heliumion He™
iiber, die unsymmetrische in die eines angeregten Zustands des Heliumions.

Ys = Ns(ya +yB)

Yu= Nu(ya-yB)
Man erhilt verschiedene, je nach Symmetrie bindende oder antibindende MO-Funktionen mit
erhohter oder verringerter Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons zwischen den beiden
Atomkernen. Bei symmetrischen Atomorbitalfunktionen resultiert ein bindendes
Molekiilorbital, bei unsymmtrischen Atomorbitalfunktionen resultiert ein antibindendes

Molekiilorbital. Die Molekiilorbitalfunktionen sind reine Linearkombinationen, wobei beide

30 Der Losungsweg wird z.B. bei Schmidt, Weil (SCHMIDT, WEIL 1982, S. 243ff.) skizziert.
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Atomorbitalfunktionen gleich gewichtet werden, die Koeffizienten N ergeben sich aus der
geforderten Normierbarkeit der Molekiilorbitalfunktionen.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die beiden Zustinde wird ermittelt, indem man die
Molekiilorbitalfunktion quadriert. Man erhalt

¥s?= Ns2(Ya2 +yB? ¥2YA¥B)
fiir die symmetrische Kombination und
Ya>= Na? (YA 2 +yB? -2YA ¥B)
fir die antisymmetrische Kombination der Atomorbitale. Unter Beriicksichtigung der

Normierungsbedingung
f Ydr =1

erhdlt man durch Integration fiir die gesamte Aufenthaltswahrscheinlichkeit im symmetrischen
Zustand:

}owlvzd% = JfowA2d3r+ }OWBZd}r + Z}OWA ; deSr _ N?

Fiir den antisymmetrischen Zustand gilt das Entsprechende. Die Gesamtladungs-verteilung
ys2 bzw. y,2 wird formal in drei Teilladungen aufgespalten. Hierdurch wird das Problem
leichter handhabbar. Jede "Teilladung" kann einzeln mit jedem der beiden Kerne
wechselwirken. Die zu beriicksichtigenden Wechselwirkungen reduzieren sich so auf reine
Coulombwechselwirkungen zwischen einer ausgedehnten, aber bekannten Ladungsverteilung
(Elektronenteilladung) und der Punktladung der Kerne. Die Wechsel-wirkung der Teilladungen
untereinander wird vernachléssigt.

In dem Integral tritt neben den praktisch unverdnderten Ladungsverteilungen der ungestorten
Atomorbitale ein gemischter Term aus den Atomorbitalfunktionen der Atome A und B auf. Er
wird als Uberlappungsintegral S bezeichnet, weil er ein MaB fiir die Uberlappung der
Atomorbitalfunktionen ist. Es kann nur auftreten, wenn die beiden Atomorbitale nicht
orthogonal sind. Je stirker sich die Atome anndhern, desto groBer wird S. Die Verteilung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist nicht die Summe der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der
Einzelatome, zwischen den beiden Atomkernen ist die resultierende Ladungsdichte gegeniiber
den ungestorten Atomen verdndert: Bei symmetrischer Atomorbital-Kombination vergrofert,
bei unsymmetrischer vermindert..

Bindung tritt nicht etwa dann ein, wenn die Uberlappung maximal ist. Dies wiirde dazu
filhren, dafl die Kerne miteinander verschmelzen und die Molekiilbildung unmoglich wird.
Molekiilbildung tritt dann ein, wenn die Atome einzeln eine hohere Energie aufweisen als das
Molekiil. Fiir die Ermittelung der Gesamtenergie miissen die Energien der mittels Born-

Oppenheimer-Niherung separierten Elektronen und Kerne addiert werden.
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Es wird die Konfiguration verwirklicht, die bei einer bestimmten Geometrie der Kerne einen

minimalen Energiewert aufweist. Bei dem H2+—Molekl'ilion ist der Abstand R der beiden

Protonen die einzige Variable der Geometrie. Vom Abstand R werden das Uber-
lappungsintegral S, die potentielle Energie des Elektrons im Feld beider Kerne und die
potentielle Energie, die durch die CoulombabstoBung der beiden Kerne verursacht wird,
bestimmt.

Um die Energie fiir das H " _ Elektron zu erhalten, 16st man die Schrodingergleichung fiir das

2
Elektron. Die Schrodingergleichung fiir dieses System unterscheidet sich von der des H-Atoms
im Prinzip nur durch den komplizierteren Ausdruck fiir die potentielle Energie, da man die
Coulombanziehung des Elektrons durch beide Kerne beriicksichtigen mul}. Als
Losungsfunktion kann fiir dieses Problem eine gleichgewichtete Kombination der
Atomorbitalfunktionen der Kerne A und B angesetzt werden. Gemill dem Variationsprinzip
liegt die Energie des "wahren" Zustand immer unter der durch ein Néherungsverfahren
berechneten Energie. Die im Rahmen der Nédherung bestmogliche Losungsfunktion fiihrt zu
minimalen Energieeigenwerten, die aber immer noch iiber dem "wahren" Energieeigenwert
liegen. Durch die Ndherung erscheint die Bindung schwécher als sie in Wirklichkeit ist. Wenn
genauere Ergebnisse gewiinscht werden, ist eine aufwendigere Rechnung nétig. 3!

Eine Schliisselrolle in der Theorie nimmt das Uberlappungsintegral S ein. Das Vorzeichen von
S und seine Grofle bestimmen wesentlich, ob eine Bindung eintritt oder nicht. Ist S > 0, so
kann Bindung eintreten. Dieses wird durch die Uberlappung von 2 Atomorbitalfunktionen mit
gleichem Vorzeichen erreicht. Haben sich zwei Atom-orbitalfunktionen mit ungleichen
Vorzeichen iiberlappt, so kann das Uberlappungs-integral S £ 0 werden; eine Bindung kann
nicht eintreten. Man kann schon durch eine reine Symmetriebetrachtung Aussagen {iiber die
Art der Bindung machen. Die Stirke der Bindung, die durch die Bindungsenergie und auch die
Bindungslange charakterisiert ist, ist allerdings nur durch eine Rechnung zu ermitteln.

Mit dem LCAO-Ansatz gewinnt man aus zwei Wasserstoff-Atomorbitalen genau zwei
Wasserstoff-Molekiilorbitale, von denen eines zu einem Energieeigenwert fiihrt, der unter dem
urspriinglichen liegt (bindendes Molekiilorbital), wihrend das andere einen Energieeigenwert
aufweist, der dartiber liegt (antibindendes Molekiilobital). Diese Zustédnde werden als 1ss,

bzw. 1ss*, bezeichnet und nach dem Pauli-Prinzip mit Elektronen besetzt.

Erweiterung auf Molekiile mit mehreren Elektronen und Kernen
Bei komplexeren Molekiilen wird die Situation komplizierter, weil Wechselwirkungen

zwischen Elektronen auftreten und die Zahl der zu beriicksichtigenden Atomorbitale steigt.

31 Die Berechnung der Eigenfunktionen fiir das Wasserstoffmolekiilion mit dem LCAO-MO-Ansatz findet

man z.B. bei Schmidtke (SCHMIDTKE, 1987, S. 128ff.). Dort wird auch mittels des Variationsprinzips
vorgefuhrt, da eine gleichgewichtige Berucksichtigung der beiden AO-Funktionen zu einem
Energieminimum fuhrt.
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Prinzipiell sind alle Atomorbitale an der Bildung jedes Molekiilorbitals beteiligt. Alle
Elektronen gehdren zum ganzen Molekiil und im Gegensatz zur VB-Methode nicht zu einem
einzelnen Atom oder einer einzelnen Bindung.

Jedes einzelne Elektron erfahrt ein spezielles effektives Feld des Restmolekiils. 32 Um das
effektive Feld, das jedes einzelne Elektron erfdhrt, zu konstruieren, sind fiir jedes einzelne
Elektron n eine Vielzahl von elektrostatischen Wechselwirkungen zu beriicksichtigen. Zum
einen wird das einzelne Elektron im Feld aller als Punktladungen angenommener Kerne
betrachtet, so daB3 die Summe aller Kern-Elektron-Wechselwirkungen auf das Elektron n
beriicksichtigt werden muf3. Zum anderen kommen die Wechsel-wirkungen des Elektrons n mit
der ausgedehnten Ladungsverteilung aller anderen n-1 FElektronen hinzu. Aus den
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der anderen n-1 Elektronen kann eine kontinuierliche
Ladungsverteilung fiir das n-te Elektron errechnet werden. Die Coulombwechselwirkung
zwischen der als kontinuierlich angenommenen Ladungs-verteilung fiir die n-1 Elektronen und
dem Elektron n wird beriicksichtigt.

Experimentell 148t sich die Ladungsdichteverteilung nur durch Messungen an einem Einkristall
iiber sehr lange Zeiten hinweg gewinnen, so dafl nicht nur an einem Ensemble von Molekiilen,
sondern zusétzlich {iber einen langen Zeitraum gemessen wird. MeBergebnisse zur
Ladungsdichteverteilung eines Einzelmolekiils liegen nicht vor. Die MeBergebnisse zur
Ladungsdichteverteilung lassen sich nur eingeschrinkt fiir die Gewinnung einer
Potentialfunktion nutzen, da sie meist nur fiir das "fertige" Molkekiil mit n Elektronen
vorliegen. Gefordert wiren als Basis fiir die Rechnung aber n Ladungs-dichteverteilungen, die
man durch Entfernen jedes einzelnen der n Elektronen erhalt.

Es taucht damit ein fundamentales Problem auf, das zunédchst unlésbar erscheint: Man setzt
Daten voraus, die man kaum experimentell gewinnen kann oder erst aus dem Ergebnis der
Rechnung erhilt. Genauer ausgedriickt: Die Ladungsverteilung der n-1 Elektronen erhélt man
aus der Losung der Schrodingergleichung fiir jedes einzelne dieser Elektronen, andererseits
setzt man diese Ladungsverteilung der n-1 Elektronen als bekannt fiir die Losung der
Schrodingergleichung des n-ten Elektrons voraus. Die Bemiihungen, ein komplexes Molekiil
durch Einelektronen-Ndherungen voneinander unabhangiger Teilchen zu beschreiben, erscheint
zundchst als hoffnungsloses Unterfangen.

Mit der Self-Consistent-Field-Methode wurde ein iteratives Verfahren entwickelt, das auf der
Basis des effektiven Felds zu bestmdglichen Naherungslosungen der Schrodinger-gleichung
fiihrt. Primas (PRIMAS 1984, S. 206) charakterisiert die verschiedenen SCF-Nédherungsansitze:
"Alle Naherungsverfahren auf der Grundlage der effektiven Wechsel-wirkungen beruhen auf
dem Ersatz der Zweiteilchenwechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen durch ein

globales Feld. Dieses effektive Feld ist im Gegensatz zu den fundamentalen bindren

32 Zum effektiven Feld und seiner Bedeutung fur Naherungsmethoden s. PRIMAS 1984, S. 206 f.
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Wechselwirkungen nicht von vornherein bekannt, kann aber iterativ numerisch bestimmt
werden. In der Praxis fiihrt man die Iterationen so lange weiter, bis sich die Ergebnisse
innerhalb der gewiinschten Genauigkeit nicht mehr &ndern. Man spricht dann von
selbstkonsistenten Methoden und nennt das so errechnete Feld 'a self -consistent- field"."

Mit Hilfe des Variationsprinzips wird das Problem mathematisch iterativ 16sbar. In der Natur
wird immer der Zustand realisiert, der zur niedrigsten Gesamtenergie fiihrt (Prinzip vom
Energieminimum). Jede Abweichung vom Idealzustand fiihrt zu einer Zunahme der
Gesamtenergie, auch wenn Abnahmen von Teilenergien durchaus beobachtet werden kdnnen.
Wenn man {iber ein mathematisches Instrumentarium verfiligt, das die Funktion findet, die
beim Einsetzen in die Schrodingergleichung zu minimaler Energie fiihrt, so kann man die
bestmogliche Naherungslosung finden. 33

Eine geratene Losung wird so lange systematisch variiert, bis man ein Energieminimum findet.
Verfahren zur Losung der Schrodingergleichung auf der Basis des Variations-prinzips sind wie
maBgeschneidert fiir Computer, da eine Iterationsschleife nach der anderen durchlaufen wird,
bis ein optimales Ergebnis erreicht ist. Der Programmier-aufwand hélt sich in Grenzen, die
Rechenzeit kann allerdings lang werden.

Basis fiir das Variationsprinzip ist eine geratene, angendherte Losungsfunktion y(r) der
Schrodingergleichung, die quadratintegrabel und normierbar ist und mindestens einen
Variationsparameter ¢ enthilt. Durch Einsetzen der Versuchsfunktion in die Schrodinger-
gleichung erhélt man den zugehorigen Energieeigenwert. Fiir den Start der Iteration muf3
zundchst eine Potentialfunktion V(r) vorgegeben werden, die das effektive Feld fiir das
Elektron n kennzeichnet. Diese Potentialfunktion wird fiir den zweiten Verlauf der Iteration
durch das Ergebnis des ersten Iterationslaufes beeinflut, da die aus der ermittelten
Eigenfunktion bestimmbare Ladungsverteilung den Potentialverlauf beeinflufit. Bestimmt man
entweder analytisch (durch Bildung der ersten Ableitung der Energie nach c) oder numerisch
den Wert von c, bei dem eine Energieminimum auftritt, so hat man die bestmdgliche
Losungsfunktion gefunden. War die Basisfunktion gut gewihlt, so liegt der ermittelte

Energieeigenwert nur wenig iiber dem wahren Energieeigenwert.

Die Vorgehensweise fiir die Anwendung des Variationsprinzips bei einem Molekiil mit n
Elektronen orientiert sich an der von Hartree und Fock zunéchst fiir Mehrelektronenatome
entwickelten Vorgehensweise. Sie 148t sich durch Einbeziehung der Born-Oppenheimer-
Néherung aber auf Molekiile iibertagen.

1. Nimm eine logisch erscheinende Kernkonfiguration und Elektronenverteilung fiir die n-1

Elektronen des Molekiils an. Grundlage dafiir kénnen die chemische Erfahrung,

33 Zum Variationsprinzip (vorgefuhrt fir das Wasserstoff- und das Heliumatom) s. SCHMIDT, WEIL 1982,
S. 183ff.
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Ergebnisse von  Strukturuntersuchungen (fiir die Kernkonfiguration) und
Elektronendichteuntersuchungen des Gesamtmolekiils und die Ergebnisse von
Rechnungen zu dhnlichen Molekiilen sein.

Separiere Elektronen- und Kernbewegung gemif3 Born-Oppenheimer-Néherung.

3. Bestimme iiber die Coulombwechselwirkungen zwischen dem n-ten Elektron und den
Kernen sowie den n-1 Elektronen das effektive Feld fiir das n-te Elektron.

4. Nimm fiir das n-te Elektron eine Versuchs-Eigenfunktion der Schrédingergleichung fiir
das FElektron n an. Die Versuchseigenfunktion muf3 mindestens einem
Variationsparameter enthalten. Ermittle durch Variation der (des) Parameter(s) die
Losungsfunktion, die zu einem minimalen Energieeigenwert fiir das n-te Elektron fiihrt
(Variationsprinzip).

5. Fihre Schritt 1. bis 4. fiir alle anderen n-1 Elektronen durch.

Bilde die Summe der Energieeigenwerte fiir alle n Elektronen. Ermittle aus den n
Eigenfunktionen das effektive Feld mit einer korrigierten Elektronenverteilung und fiihre
Schritt 1. - 5. erneut durch.

7. Breche die Berechnung ab, wenn die Summe der Energieeigenwerte fiir die n Elektronen
ein Minimum erreicht hat und auch bei weiteren Durchldufen nicht mehr sinkt.
Gleichzeitig wird sich das nach 3. ermittelte effektive Feld (im Rahmen einer gewissen
Toleranz) nicht mehr dndern. Die ermittelten elektronischen Eigen-funktionen sind die
bestmoglichen fiir eine bestimmte Kernkonfiguration, die Summe der ermittelten
Eigenwerte ist auf jeden Fall hoher als die Summe der "wahren" Eigenwerte. Die
ermittelte Energie ist die Elektronenenergie; fiir die Gesamt-energie des Molekiils mul3
die potentielle Energie, die aus den Kern-Kern-Wechsel-wirkungen resultiert, noch hinzu
addiert werden.

8.  War die Kernkonfiguration nicht bekannt, muf3 diese mit einbezogen werden in die

Variation. Schritt 1. - 7. sind dann fiir andere Kernkonfigurationen zu wiederholen.

Die Erfahrung bestimmt den Punkt 1 - je besser die Kernkonfiguration z.B. aus Neutronen-
oder Rontgenbeugungsexperimenten bekannt ist, desto genauer kann sie vorhergesagt werden.
Je mehr Kenntnisse zur Elektronendichteverteilung z.B. aus der Rontgenbeugung und NMR-
Messungen  vorliegen, desto  genauer kann das  effektive Feld aus der
Elektronendichteverteilung bestimmt werden. Eine gute Basis fiir das ortsabhéngige Potential
fiihrt zu kiirzeren Rechenzeiten, weil die Ergebnisse schneller konvergieren. Eine schlechte
Basis fithrt nicht etwa zu schlechteren FErgebnissen, sondern verldngert lediglich die
Rechenzeit.

Quantenmechanisch interessant ist der Punkt 4 - wie findet man eine Variationsfunktion fiir
ein Elektron, das sich im Feld der anderen Elektronen und der Kerne aufhilt? Eine schlecht

gewihlte Versuchsfunktion fiihrt in der Variation nur zu einem Energie-minimum, das recht
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weit liber dem "wahren" Energieeigenwert liegen kann. Im Gegensatz zum Potential kann der
Mangel einer schlechten Varationsfunktion nur beschrinkt durch eine verlidngerte Rechenzeit
ausgeglichen werden.

Mathematisch ist das Problem am einfachsten zu 16sen, wenn die Versuchsfunktion durch die
Uberlagerung von mehreren, linear voneinander unabhiingigen Einzelfunktionen konstruiert
wird. Der Energiewert 146t sich dann durch die Variation der Koeffizienten, mit denen die
Einzelfunktionen eingehen, minimieren. Jede der Einzelfunktionen muf keine spezielle Losung
zur Schrodingergleichung sein, sie sollte aber charakteristische Merkmale von bekannten
Losungen der Schrodingergleichung besitzen. Dazu gehort die Normierbarkeit und die
Quandratintegrabilitdt. Naheliegend ist es, fiir die Einzel-funktionen FEigenfunktionen der
Elektronen in den einzelnen, ungestorten Atomen anzusetzen, wie es flir das LCAO-
Molekiilorbital-Verfahren charakteristisch ist.

Die Atomorbitalfunktionen der Einzelatome konnen entweder numerisch bestimmt werden
oder mit einer SCF-Methode fiir Atome durch Uberlagerung von linear unabhingigen
Einzelfunktion ermittelt und {iber einen analytischen Ausdruck angegeben werden. Fiir eine
einfache LCAO-Rechnung werden n linear unabhédngige, normierbare Atomorbital-funktionen
als Basis gewihlt. Die Losungsfunktion fiir die Molekiilorbital-Funktion des Elektrons N wird

durch die Linearkombination aller n Atomorbitalfunktionen gebildet:

YNTCY1 T FCnyn

Die Koeffizienten c, bilden die Variationsparameter, die bestimmt werden miissen. Im
Ergebnis erhdlt man n = N linear unabhéngige, orthogonale und normierte Molekiilorbital-
Funktionen, die zu einer Ladungsverteilung fiihren, die sich durch weitere Iterationen nicht
mehr dndert und beim Einsetzen in die Schrédingergleichung zu einer minimalen Gesamtenergie
des Molekiils fiithren.

Ausgehend vom SCF-Prinzip gibt es zwei grundséitzlich verschiedene Herangehensweisen: die
sogenannten semiemepirischen Methoden und die ab-initio-Verfahren. Semi-empirische
Methoden versuchen, die Rechnung moglichst einfach zu gestalten und die Zahl der Parameter
moglichst klein zu halten. Zu diesem Zweck werden tabellierte Werte z.B. fiir
Atomorbitalfunktionen, fiir bestimmte Wechselwirkungsterme und fiir Uberlap-pungsintegrale
eingesetzt, die sich bei Rechnungen fiir andere, dhnliche Molekiile bewéhrt haben. Diese Werte
werden nicht mehr fiir jedes Molekiil aus den elementaren Wechselwirkungen bestimmt,
konnen aber teilweise bei den Iterationsschritten der Variation optimiert werden. Der Vorteil
besteht im Zeitgewinn beim Durchfiihren der Rechnung, da eine wesentlich geringere Anzahl
von Parametern bei der Durchfiihrung der Variation sehr schnell konvergiert. Der Nachteil ist
sicherlich eine mangelnde physikalische Durchsichtigkeit der empirischen Parameter: Ob die

konkret eingesezten Werte richtig sind, kann nicht mehr in jedem Fall physikalisch liberpriift
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werden. Thre Eignung zeigt sich nur darin, dal numerisch befriedigende Ergebnisse erzielt
werden.

Bei der Verwendung von ab-initio-Methoden wird dagegen versucht, jeden einzelnen
Parameter durch elementare Wechselwirkungen physikalisch durchsichtig zu definieren. Diese
begriffliche Klarheit wird durch eine zunehmende Uniibersichtlichkeit der Rechnung erkautft,
da mit der zunehmenden Grofle des Molekiils eine kaum noch iiberschaubare Vielzahl von
(Zwei-Teilchen-)Wechselwirkungen beriicksichtigt werden muf3. Eine ab-initio durchgefiihrte
Rechnung ergibt bei kleinen Molekiilen gute Ergebnisse, bei groeren Molekiilen sind die
semiempirischen Methoden deutlich im Vorteil. Ab-initio Rechnungen sind fiir kleinere
Molekiile gut zu bewiltigen, die durch das Produkt aus Kernen K und Elektronen N bis zu
K-N£500 gekennzeichnet sind. (PRIMAS 1984, S. 281f.) Danach wird die Ubersichtlichkeit zu
gering.

Sowohl bei semiemprischen als auch bei ab-initio-Verahren kann man einerseits durch
zusitzliche Annahmen die Berechnungen vereinfachen oder andererseits durch Hinzu-nahme
weiterer Wechselwirkungen und / oder durch einen erweitereten Satz von Basis-funktionen die

Losungsfunktionen noch verbessern.

Ausblick auf komplexere Molekiilorbital-Theorien der numerischen Quantenchemie
Komplexere Methoden der Quantenchemie konnen sowohl durch eine verbesserte
Schrodingergleichung als auch durch verbesserte Losungsfunktionen zu einer verbesserten
Beschreibung von Molekiilen beitragen. In der einfachen LCAO-Molekiilorbital-Theorie
werden einige Nédherungen angenommen, die zur wesentlichen Vereinfachung der Rechnung
filhren, weil praktisch nur noch ausgewidhlte Coulombwechselwirkungen betrachtet werden.
Berticksichtigt man auch die nicht-klassischen Wechselwirkungen (wie die Wechselwirkungen
zwischen den beiden spinverschiedenen Elektronen im gleichen Zustand) und relativistische
Effekte oder geht man nicht mehr von der Néherung des idealen Gases oder der Born-
Oppenheimer-Ndherung aus, so erhdlt man eine wesentlich komplexere Schrodingergleichung,
die auch nicht mehr unbedingt stationir sein muf. Die verbesserte Beschreibung des Molekiils
durch Hinzunahme weiterer Wechselwirkungen ist typisch fiir ab-initio-Methoden.

Die zweite Moglichkeit zur Verbesserung der Ergebnisse liegt in einer VergroBerung des
Basissatzes der Losungsfunktionen. Es konnen auch unbesetzte Atomorbitale herangezogen
werden.

Die Beschreibung der einzelnen Atomorbitale kann verbessert werden, indem jedes durch
einen vergroferten Satz von Einzelfunktionen ausgedriickt wird. Eine Atomorbitalfunktion
kann durch eine Summe von GauB3- oder Slaterfunktionen ausgedriickt werden (PRIMAS 1984,
S.277 ff.). Die Gaullfunktion

2

yr)=a-e”
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mit den mdglichen Variationsparametern a und c¢ hat den Vorteil, mathematisch einfach zu
sein, da das Produkt zweier Gaullfunktionen wieder eine GauBfunktion ergibt und so
geschlossen integrierbar wird. Fiir die Darstellung einer Atomorbitalfunktion durch
GauBlfunktionen werden aber relativ viele Einzelfunktionen benétigt, da der exponentielle
Abfall der Atomorbitalfunktion nicht richtig wiedergegeben wird. Slaterfunktionen

T

y(r)=a-e”
mit den moglichen Variationsparametern a und c sind numerisch komplizierter, dhneln aber
mehr den Atomorbitalfunktionen. Man kann allerdings die Slaterfunktionen wiederum durch
eine Summe von Gaullfunktionen annéhern, was zu einem vergroferten Basissatz fiihrt, aber
die numerischen Probleme verringert. Als minimaler Basissatz (PRIMAS 1984, S.280) gilt eine
"double-Zeta"-Basis, bei der jedes AO durch zwei Slaterorbitalfunktionen angendhert wird,
von denen jede durch eine Linearkombination von drei GauBfunktionen mit festem
Exponenten angenéhert wird. Bei einem solchen Basissatz brauchen in der Variation nur noch
noch die Koeffizienten der Linearkombination der einzelnen Gaulifunktionen optimiert
werden.
Wenn man fiir jedes Molekiil die einzelnen Atomorbitalfunktionen durch die Uberlagerung von
mehreren Einzelfunktionen anndhert, hat man - anschaulich gesprochen - mehr Moglichkeiten,
die Verformung der Atomorbitale durch den Einfluf3 der Nachbaratome zu beriicksichtigen. Die
chemische Erfahrung zeigt, dall durch unterschiedlich elektronegative Atome die Elektronen in
Atomorbitalen benachbarter Atome beeinflufit werden, so dal3 Polarisationen auftreten. Davon
werden sogar kernnahe Elektronen betroffen, was man bei der NMR-Spektroskopie bewul3t
ausnutzt. Die "chemische Umgebung" beeinflut die Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Bei
"starren" Atom-orbitalfunktionen kann man solche Einfliile nicht berticksichtigen.
Noch weitergehender ist der Ansatz, auch Molekiilorbital-Sdtze mit nicht besetzten
Molekiilorbitalen zu berechnen und die Korrelation zwischen Konfigurationen des
Grundzustandes und der angeregten Zustidnde zu beriicksichtigen, was zu einer energetischen
Absenkung der Elektronenenergien im Molekiil fithren kann. Allerdings verliert durch eine
solche Rechnung die Molekiilorbital-Theorie ihre Anschaulichkeit, da nicht mehr jeder

elektronische Zustand eindeutig durch ein Molekiilorbital beschreiben wird.

Maoglichkeiten zur Vereinfachung innerhalb der Molekiilorbital-Theorie
So wie man eine Verbesserung der Ergebnisse durch Hinzunahme weiterer Wechselwirkungen
und durch einen erweiterten Basissatz an Losungsfunktionen erreicht, kann der Aufwand
durch Vernachldssigung bzw. Zusammenfasssung von Wechselwirkungen und durch eine
Reduktion des Basissatzes vermindert werden. Insbesondere bei semiemepirischen Methoden
werden Wechselwirkungen zusammengefa3t und Integrale vorgegeben, die beim
Variationsproblem (zum Finden der optimalen Losung der Schrodingergleichung) auftreten.

Die Zusammenfassung der Wechsel-wirkungen des Atomkerns und der Elektronen der inneren
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Schalen mit dem Valenz-elektron der &uleren Schale trdgt insbesondere bei hoheren Atomen
wesentlich zur Verringerung des Aufwands bei. Dem entspricht eine Verringerung des
Basissatzes der Atomorbitalfunktionen: Die Atomorbitalfunktionen der Zustdnde der inneren
Schalen werden nicht zur Bildung der Molekiilorbitalfunktionen herangezogen, so daf3 die Zahl
der Variationsparameter erheblich sinkt. Diese chemisch inspirierte Herangehensweise
entspricht der chemischen Erfahrung, die sich mit der gedanklichen Trennung des Atoms in
Atomrumpf (= Atomkern + innere Schalen) und Valenzelektronen (= Elektronen der dulleren
Schale) bei der Erklarung von Molekiilen bewéhrt hat. Zuldssig ist die Trennung nicht mehr bei
den Ubergangsmetallen, deren Reaktionsverhalten wesentlich von den Elektronen der
vorletzten Schale bestimmt wird.

Eine weitere Verringerung des Basissatzes an Atomorbitalfunktionen 148t sich erreichen, wenn
man innerhalb des Molekiils mit einem starren Kerngeriist, durch das eine bestimmte
Geometrie der Atomorbitale vorgegeben ist, alle orthogonalen Atomorbital-Kombinationen,
die bei der Konstruktion eines Molekiilorbitals auftreten, ausschlieft. Bei orthogonalen
Atomorbitalfunktionen wird das Uberlappungsintegral Null, so daB durch diese Kombination

keine Anderung des Energieniveaus hervorgerufen wird.

O

Abb.: nichtkombinierende Atomorbitalfunktionen, deren Uberlappungsintegral Null ergibt.

+ 2p,

Eine Uberlappung zwischen dem 2p, und dem Is-Orbital ist nicht sinnvoll, wenn beide

Atomkerne auf der x-Achse liegen. Zwischen dem 2py-Atomorbital und dem 1s-Orbital ist bei

gleicher Geometrie der Kerne dagegen eine Uberlappung der Atomorbitale mdglich.

(<D

1s + 2px

Abb.: kombinierende Atomorbitalfunktionen, deren Uberlappungsintegral ungleich Null ist.

Durch eine solche Auswahl der Atomorbitale kann die Rechnung wesentlich vereinfacht
werden. Wie weitgehend die Reduktion der Basis gehen kann, 148t sich gut an der Hiickel-

Molekiilorbital-Theorie fiir organische Molekiile mit p-Elektronen verdeutlichen. Als
typisches Molekiil dieser Klasse kann das Benzolmolekiil CgH¢ gelten, bei dem sédmtliche
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Atomkerne in einer Ebene liegen, sie soll als xy-Ebene bezeichnet werden. In der Aufsicht
bilden die 6 C-Atome ein regelméBiges Sechseck. Die 2p,-Atomorbitale der Kohlenstoffatome

weisen einen Knoten in der xy-Ebene auf, sie sind also orthogonal zu den Atomorbitalen 1s,
2s, 2px und 2py des Kohlenstoffs sowie den Is-Atomorbitalen des Wasserstoffs und sind
deshalb nicht an der Bildung der Molekiilorbitalfunktionen beteiligt, die ihr Maximum in der
xy-Ebene besitzen. Wihrend die Molekiilorbitalfunktionen mit einem Maximum in der
Kernverbindungsachse (die beim Benzol in der xy-Ebene liegt) als s-Molekiilorbitale
bezeichnet werden, bilden die 2p,-Atomorbitale p-Molekiilorbitale mit einem Minimum in
der Kernverbindungsachse. In der Hiickel-Theorie werden nur die p-Molekiilorbitale
untersucht, die orthogonal zum restlichen Elektronensystem sind. Die s-Elektronen und die
Kerne bilden das Geriist, das als bekannt vorausgesetzt wird. "Der erste Schritt im
konventionellen HMO-Verfahren beseteht in der Separation der s- und p-Elektronensysteme.
In Anbetracht der Orthogonalitit der s(spz)- und p(p,)-Orbitale wird angenommen, daf3 ihre

Wechsel-wirkung vernachldssigbar klein ist und da sich demnach das s- und das p-
Elektronensystem getrennt behandeln lassen." (HEILBRONNER, BOCK 1978, S.76)

Beim Benzol werden nun aus den sechs 2p,-Orbitalen des Kohlenstoffs durch die LCAO-
Methode sechs p-Molekiilorbitale (drei bindende p-Molekiilorbitale und drei antibindende
p*‘Molekﬁlorbitale) gebildet, die nach dem Pauli-Prinzip besetzt werden. Fiir das
Durchfiihren der Variationsrechnung werden empirisch gewonnene Werte fiir verschiedene
Parameter (Uberlappungsintegral, Teilenergien) benutzt und Wechselwirkungen zwischen
nicht benachbarten Atomorbitalen vernachlissigt.

Die p-Elektronen weisen eine wesentlich hohere Energie als die s-Elektronen auf und sind
deshalb fiir spektroskopisch interessante, relativ niederenergetische elektronische Anregungen
zwischen den p- und den p*-Orbitalen verantwortlich. Die p-Elektronen bestimmen auch
weitgehend das Reaktionsverhalten, da sie eine hohe Aufenthaltswahr-scheinlichkeit au3erhalb
der Kernverbindungsachsen aufweisen und so durch Potentiale, die von Fremdatomen
hervorgerufen werden, relativ leicht zu storen sind. Das s-Elektronensystem ist
spektroskpisch und vom Reaktionsverhalten her eher uninteressant. Dies sind mehr
praktische Griinde, die dafiir sprechen, besondere Methoden fiir Aroma-ten und andere
Systeme mit p-Elektronen zu entwickeln.

Das HMO-Verfahren ist nur ein Beispiel fiir semiempirische Quantenchemie, die auf eine
bestimmt Klasse Molekiilen zugeschnitten ist. Es gibt eine Vielzahl von zweckbestimmten
Verfahren, die sich im wesentlichen durch die Zahl der beriicksichtigten Wechselwir-kungen
und Atomorbitale sowie durch die Art der Bestimmung von Naherungsaus-driicken fiir die

Durchfithrung der Variationsrechnung unterscheiden.
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Zusammenfassung:

Ein ab initio -Ansatz setzt nur theoretisch ableitbare Grof3en und Parameter ein, er verzichtet
auf experimentell gewonnene und gefittete empirische Groéfen, die nicht theoretisch
abgesichert sind. Insofern kann er leicht von semiempirischen quantenmechanischen
Néherungsverfahren unterschieden werden. Der Vorteil, daBB es sich um ein physikalisch
"sauberes" Verfahren handelt, birgt allerdings den Nachteil der groBen numerischen Probleme.
Ab initio-Rechnungen sind fiir groBere Molekiile nicht geeignet, da diese zu komplex sind.

Der Wert der strengen, quantenphysikalischen Rechenverfahren - zu denen die ab initio-
Methoden gehoren - liegt mehr im Bereich des Verstindnisses von Molekiilen und des
Phianomens "chemische "Bindung" auf der Basis elementarer Wechselwirkungen. Wichtig ist
auch, daf die empirischen Parameter der verschiedenen semiempirischen Naherungsverfahren
praktisch iiber die ab-initio-Ergebnisse geeicht und auf ihre Giite iiberpriift werden konnen.
Wenn das Niherungsverfahren fiir einfache Molekiile richtige Vorhersagen macht
(Ubereinstimmung mit ab-initio und mit experimentell gewonnenen Ergebnissen), wird es
zundchst einmal auch als geeignet flir kompliziertere Molekiile angesehen.

Die Leistungen der numerischen ab-initio- Quantenchemie lassen sich wie folgt charakte-
risieren: "Flir Atome, Molekiile, Radikalie und Ionen mit nicht allzu groBer Elektronen-zahl
spielen heute in der chemischen Forschung priazise numerische quantenchemische Voraussagen
(wie etwas der Geometrie des Kerngeriists, der Kernabstinde, der Disso-ziations- und
Aktivierungsenergien) eine wichtige Rolle. Beeindruckend ist, dall kein einziger Fall bekannt
ist, in dem eine sorgfiltig ausgefiihrte quantenchemische Rechnung im Widerspruch zu
experimentellen Resultaten steht. Bei kleinen Molekiilen stimmen Theorie und Experiment mit
phantastischer Genauigkeit tiberein. Fiir kleine, experimen-tell schwer zugingliche Molekiile,
Radikale und Ionen kann die heutige numerische Quantenchmie billiger, schneller und genauer
als das Experiment die vom Chemiker gewlinschten Daten liefern." (PRIMAS 1985, S.112)

Die Genauigkeit der ab-initio-Methoden 148t sich mit semiempirischen Methoden auch er-
reichen (sogar fiir wesentlich kompliziertere Molekiile), nur sind die verwendeten Parameter
empirisch ermittelt und dem Problem angepal3t. Die GréBe als solche (z.B. Coulombintegral)
ist zwar noch theoretisch begriindet, aber nicht mehr der eingesetzte Zahlenwert. Der
Zahlenwert wurde optimiert in Riickkoppelung mit dem MeBergebnis. Inwieweit man bei
einem Molekiil A gewonnene, empirische Parameter auf ein strukturell dhnliches Molekiil B
iibertragen kann, muB} in jedem FEinzelfall entschieden werden. Deshalb "funktionieren"
semiempirische Verfahren nur dann gut, wenn die chemische Erfahrung mit einfliefit. Schon
vor Beginn der Rechnung muf3 entschieden werden, welche bekannten Molekiile dhnlich sind
oder auch nur einzelne dhnliche Strukturelemente enthalten und deshalb empirische Parameter
liefern konnen. Semiempirische Methoden dienen nicht in erster Linie dem Verstdndnis der
Natur von Molekiilen, sondern sollen Daten liefern fiir physikalische FEigenschaften von

Molekiilen. Die Syntheseplanung neuer Stoffe kann durch die Quantenchemie unterstiitzt
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werden, indem aus einer denkbaren Menge von Molekiilen solche mit bestimmten
gewiinschten Eigenschaften ausgewdhlt werden.

Die Quantenmechanik ermdglicht im Rahmen der semiempirischen Verfahren die Inter-
pretation der berechneten GrofBlen, sie dient der Begriindung fiir das Rechenverfahren und
benutzten Gro3en, sie liefert aber nicht mehr die Werte fiir die eingesetzten Grofen. Mithilfe
der semiempirischen Verfahren lassen sich um den Preis der physikalisch sauberen Herleitung
kompliziertere Systeme (kompliziert kann hei3en: strukturell kompli-zierter oder dynamisch
komplizierter) berechnen. Der dynamische Vorgang einer chemischen Reaktion kann
untersucht werden, indem die Rechnung fiir eine Vielzahl von verschiedenen
Kernkonfigurationen durchgefiihrt und nach lokalen Minima der Energie gesucht wird.

Die quantenchemischen, semiempirischen Ndherungsmethoden entspringen praktisch aus einer
der chemischen Denkweise angepalliten Quantenphysik. Sie konnen nicht auf Quantenphysik
reduziert werden, obwohl sie mit einer "abgemagerten" Quantenmechanik arbeiten. Originér
chemisch sind die Kenntnisse der chemischen Struktur, die bei der Auswahl der zu
beriicksichtigenden Parameter einflieBen. Ein Beispiel hierfiir ist die Trennung in
Valenzelektronen, die bei den Rechnungen zu beriicksichtigen sind, und Rumpfelektronen, die
mit dem Kern zum Atomrumpf zusammengefalit werden und als nicht weiter differenziertes
Gebilde behandelt werden. Physikalisch ist diese Vorgehens-weise nicht ableitbar, sie
entspricht aber der chemischen Erfahrung und der Denkweise, die mit Strukturformeln
hantiert. Die Zuordnung von Elektronen zu einer nur begrenzten Anzahl von Atomen kann
vom Standpunkt der Physik aus nur aus dem Ergebnis einer Rechnung folgen, wenn ein
Elektron in der Ndhe von bestimmten Atomen seine hochste Aufenthaltswahrscheinlichkeit
hat. Die semiempirische Quantenchemie setzt das allerdings oft schon voraus, sie legt vor dem
Beginn der Rechnung fest, welches Elektron welchen Atomen zugeordnet wird und berechnet
erst dann die detaillierte Aufent-haltswahrscheinlichkeit (s. Benzolbeispiel zur
HMolekiilorbital-Methode).

Die semiempirische Quantenchemie ist nicht, wie es einem Physiker oft erscheinen mag, eine
nicht mehr ganz exakte Quantenmechanik, sondern eine eigenstindige Weiterent-wicklung auf
der Basis der Quantenmechanik. Eine zweite eigenstindige Basis neben der Quantenmechanik
ist die chemische Erfahrung, die sich in der Sturkturtheorie ausdriickt und experimentell
abgesicherte empirische Parameter liefert. Erst beide zusammen erge-ben eine leistungsfahige

Quantenchemie, die sich nicht allein auf Physik reduzieren la6t.

3.1.3. Was kann die Quantenphysik bei der Erklirung von Molekiilen und ihren
Eigenschaften leisten?

Durch quantenphysikalische Berechnungen gewinnt man Kentnnisse iiber Molekiile: die
Energieeigenwerte und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Elektronen bei einer bestimmten

Geometrie des Kerngeriists. Ein Wassermolekiil und der Stoff Wasser sind nun aber nicht das
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gleiche, mit der Kenntnis des Wassermolekiils sind nicht alle Eigenschaften des Wassers
bekannt. Bestimmte Eigenschaften konnen erst bei einem Aggregat von Molekiilen auftreten
und sind nicht direkt aus der Kenntnis des Einzelmole-kiils und damit schon gar nicht aus der
Quantenmechanik ableitbar. Die Angabe des Aggregatzustands "fliissig" ergibt fiir ein
einzelnes Molekiil keinen Sinn. Der Aggregatzustand ist eine neue Grofe, die bei einer
Vergroflerung des Systems auftritt. Primas (PRIMAS 1985, S.117 ff.) bezeichnet solche
Eigenschaften, die bei einer Kom-plexititszunahme des Systems auftauchen, als emergente
Eigenschaften: "Unter Emergenz versteht man das Auftauchen von qualitativ neuen
Eigenschaften, wenn man von einem hierarchisch tieferen Niveau zu einem hoheren
Organisationsniveau aufsteigt." Mit der Kenntnis des Molekiils ist daher keine vollstindige
Kenntnis des Stoffs und seiner FEigenschaften verbunden. Der Grad der Kenntnis
verschiedener Stoffeigenschaften ist allerdings unterschiedlich, da die Stoffeigenschaften

unterschiedlich stark von dem Verhalten des Einzelmolekiils bestimmt werden.

3.1.3.1. Eigenschaften der Einzelmolekiile

Mit der stationdren Schrodingergleichung und den dazugehdrigen Losungen werden
Quantensysteme in bestimmten, stationdren Zustinden beschrieben. Der Zustand ist durch
die Angabe der Energieeigenwerte der Elektronen in den einzelnen Eigenzustéinden, durch ihre
Aufenthaltswahrscheinlichkeit, ihren Spin und durch die Konfiguration des Kerngeriists
charakterisiert. Makroskopische Phinomene, die auf energetischen Uber-géingen zwischen
diskreten Energieniveaus (oder zwischen einem diskreten Energie-niveau und dem Vakuum)
beruhen, kdnnen unmittelbar und meist auch quantitativ erkliart werden. Eine andere Klasse
von makroskopischen Eigenschaften ist liber die Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
erklirbar. Eine dritte Klasse von Eigenschaften ist {iber das Kerngeriist und seine Bewegungen
erklarbar.

Inwieweit die Eigenschaften der Stoffe durch die Quantenmechanik direkt ableitbar oder auch
nur qualitativ erkldrbar sind, hingt im wesentlichen davon ab, wie weit die Bedingungen der
verschiedenenen Niherungen erfiillt sind. Aufgrund der sehr weitgehenden Néherung des
idealen Gases, die die Vernachldssigung von Wechselwirkungen zwischen den isoliert
gedachten Molekiilen fordert, kann man erwarten, daf sich die Eigenschaften von Gasen (mit
eher geringen zwischenmolekularen Wechselwirkungen) besser erkldren lassen als von
Fliissigkeiten oder Molekiilkristallen. Bei realen Stoffen diirfte vor allem diese Néherung zu
Problemen fiihren, da viele physikalische Eigenschaften und das chemische Verhalten erst
durch die Wechselwirkung mit anderen Molekiilen evident werden. Die adiabatische Naherung
ist wohl weniger problematisch, denn in der Form der Born-Oppenheimer-Ndherung kann die
Bewegung des Kerngeriists separiert werden. Der Einflul der Temperatur ist vor allem fiir die
Bewegung des Kerngeriists (Translation, Schwingung und Rotation) wichtig und kann

berticksichtigt werden.
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Direkt ableitbar sind Kenngroflen isolierter Molekiile. Die energetischen GroB3en sind durch
Messungen an gasformigen Atomen und Molekiilen in der Gasphase direkt zugénglich. Als
Bindungsenergie wird der Energiegewinn des Molekiils gegeniiber den isolierten Atome
bzw. zweier Molekiilbruchstiicke bezeichnet. Experimentell 148t sie sich durch die Spaltung
des Molekiils in die gewiinschten Bruchstiicke z.B durch die Einwirkung von Photonen
bestimmen. Unproblematisch ist dies bei zweiatomigen Molekiilen, da nur wenige
Bruchstiicke (zwei Atome oder zwei entgegengesetzt geladenene lonen) auftreten. Bei
groBeren Molekiilen kann man keine Aufspaltung des Molekiils in Einzelatome erwarten, das
Molekiil wird in wenige Bruchstiicke zerlegt. In der chemischen Thermodynamik wird die
Standardbildungsenthalpie zur energetischen Kennzeichnung von Stoffen benutzt. Die
Standardbildungsenthalpie gibt an, welche Energie bei der Bildung von 1 mol eines Stoffes aus
den Elementen unter Standard-bedingungen nétig ist. 3% Durch die Kenntnis der
Standardbildungsenthalpie kann die Bindungsenergie iiberpriift werden. Direkter bestimmbar
sind Bindungsenergien, die bei der Spaltung des Molekiils in zwei Bruchstiicke auftreten und
die in der Chemie einzelnen Bindungen zugeschrieben wird (bei der Spaltung in zwei
Bruchstiicke wird die Energie der "zerstorten" Bindung bestimmt). Im Rahmen einer an
Molekiilorbitalen orientierten Quantenchemie ist die Zuordnung einer Bindungsenergie zu
einzelnen, zwischen zwei Atomen lokalisierten Bindungen dufBerst problematisch. Bei der
Berechnung von Bindungsenergien hat man sehr viele Einzelenergien zu beriicksichtigen
(Elektronenenergien und die Energien der Kerne), die zudem noch relativ grof3 gegeniiber der
Bin-dungsenergie sind, so daB3 sich durch kleine, relative Fehler in den Einzelenergien grof3e
Fehler der Bindungsenergie ergeben. Gut gendherte Bindungsenergien kénnen nur durch relativ
aufwendige quantenmechanische Rechnungen berechnet werden.

Vorhersagen zur Stabilitdt von Stoffen aufgrund der berechneten Bindungsenergie von Stoffen
sind nur dann zuverldssig, wenn mit ausgefeilten numerischen Methoden die Energien des
Molekiils und aller mdglichen Spaltprodukte berechenbar sind. Die Spal-tung des Molekiils in
die einzelnen Atome ist eher von theoretischen Interesse. Chemisch relevant sind Spaltungen
in Bruchstiicke und vor allem Umlagerungsreaktionen, auch verbunden mit einer
Zusammenlagerung mit anderen Molekiilen. Eine Stabilititsvorhersage aufgrund der Rechnung
ist deshalb auBerordentlich aufwendig, sobald die Molekiile etwas komplexer werden.

Als Ionisierungsenergie wird die Energie bezeichnet, die ndtig ist, um ein Elektron von dem
Eigenzustand in das Vakuum zu versetzen. Ndherungsweise kann man annehmen, dal die

Ionisierungsenergie gleich der Elektronenenergie des Eigenzustands ist. Dabei wird nach

34 Bei Standardbedingungen (T =0 K, p = 1bar) bildet Graphit die stabilste Modifikation des Kohlenstoffs.
Ist die Enthalpie bekannt, die zur Bildung von Graphit aus atomarem Kohlenstoffs notig ist, kann
unmittelbar auf die Bindungsenergie umgerechnet werden.
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Koopmanns Theorem vernachléssigt, da3 bei einer lonisierung die restlichen Elektronen des
Molekiils beeinflufit werden.

Experimentell ist die Ionisierungsenergie z. B iiber die Photoelektronenspektroskopie direkt
zugénglich. Die Methode der Photoelektronenspektroskopie, die den Photoeffekt ausnutzt, ist
noch relativ neu. 35 Der Stoff wird in der Gasphase mit monoenergetischen Photonen (z.B. mit
der 21,22 eV-Linie der Helium-Gasentladung oder mit Photonen der Synchrotronstrahlung)
bestrahlt, anschlieBend wird die Energie der aus den Atomen bzw. Molekiilen emittierten
Photoelektronen bestimmt und in einem Spektrum dargestellt. Durch die Differenz zwischen
der Photonenenergie und der kinetischen Energie des Elektrons ist die lonisierungsenergie
bestimmt. War die Energie der Photonen hoch genug (Rontgenquanten der
Synchrotronstrahlung), sind die Energieniveaus aller Elektronen des Molekiils bestimmbar.
Damit hat man eine sehr direkte Methode, das Energieniveau jedes einzelnen Zustands zu
bestimmen, da in der Regel pro Molekiil immer nur ein Elektron entfernt wird. Man ist nicht
mehr nur auf optische Absorptions- und Emissionspektren angewiesen, die durch Ubergiinge
zwischen besetzten und unbesetzten Zustinden hervorgerufen werden. Die
Photoelektronenspektroskopie ersetzt aber nicht die optische Spektroskopie, da die
Untersuchunng von angeregten Zustdnden nur beschrinkt mdglich ist. AuBerdem ist die
Photoelektronenspektroskopie experimentell sehr viel aufwendiger.

Direkt aus den quantenmechanischen Berechnungen zu entnehmen ist auch die Struktur des
Kerngeriists, die durch Bindungswinkel und Bindungslidngen zwischen den als punktférmig
gedachten Kernen bestimmt wird. An gasformigen Proben konnen die Abstinde zwischen den
verschiedenen Kernen des Molekiils experimentell unmittelbar durch Neutronenbeugung
(Streuung von Neutronen an den Kernen) und Elektronen-beugung (Streuung von Elektronen
an den Molekiil-Elektronen) bestimmt werden (ATKINS 1988, S. 583f.). Man erhélt die
Abstinde zwischen allen denkbaren Atomkern-paaren des Molekiils, was bei grofleren
Molekiilen schnell uniibersichtlich wird. Die Abstdnde lassen sich allerdings nicht aus den
Spektren direkt ableiten, sondern werden durch einen Vergleich gewonnen: man berechnet fiir
verschiedene denkbare Konfigura-tionen Spektren und vergleicht mit dem gemessenen
Spektrum (BARROW 1984, S. 286). Berechnen 146t sich der Abstand und der Bindungswinkel
benachbarter Atomkerne bei einfachen Molekiilen auch durch die Auswertung von
Rotationsspektren, die von Stoffen in der Gasphase aufgenommen werden konnen. 3¢

Die Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen innerhalb eines isolierten,
einzelnen Molekiils ist experimentell durch Elektronenbeugung kaum zu bestimmen, da die

Intensititen zu gering sind. Von kristallinen Festkdrperproben liegen dagegen ausgezeichnete

35 Zur experimentellen Methode s. ATKINS 1988, S. 490ff.

36 Zur Bestimmung von Bindungslangen iUnd Bindungswinkeln kleinerer Molekule uber die
Rotationsspektroskopie s. BARROW 1984, 1 S. 203ff.)
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MeBergebnisse vor, die mit Hilfe der Rontgenbeugung gewonnen wurden. 37 An den
ausgedehnten Elektronenverteilungen innerhalb des Kristalls wird die Rontgen-strahlung
gebeugt (Bragg'sche Reflexion). Die Beugung findet an der ausgedehnten, periodischen
Elektronenverteilung des Kristalls statt. Im Beugungsmuster ist der Abstand der
Beugungslinien abhingig von dem Abstand der Kristallelemente, wéhrend die Linien-gestalt
(charakterisiert die Linienbreite und die Intensititsverteilung) abhingig von der
Ladungsverteilung der Kristallelemente ist. Hohe Ladungsdichten in Kernnihe (Rumpf-
elektronen) verursachen eine andere Liniencharakteristik als niedrige Ladungsdichten.

Bei der Auswertung kann man die Information allerdings wieder nicht direkt aus dem
Spektrum entnehmen und dann die Elektronendichteverteilung "berechnen", sondern mufl im
Prinzip umgekehrt vorgehen: Man errechnet mit einer angenommenen (plausiblen)
Molekularstruktur die Verteilung der Rontgenreflexe und vergleicht diese Verteilung mit der
experimentellen. Mit Hilfe einer Fouriertransformation kann man aus der angenommenen
Elektronendichteverteilung in einer Elementarzelle des Kristalls die Lage und Intensitdt der
einzelnen Maxima berechnen. War die vorausgesetzte Molekularstruktur richtig, so sollten
theoretisches Spektrum und errechnetes Spektrum iibereinstimmen. Andernfalls mul3 die
theoretische Struktur gedndert werden. Als "Fixpunkt" kann die Position der Kerne eingehen,
die mit relativ groBer Sicherheit durch Neutronenbeugung bestimmt werden kann. Mit dieser
Methode kann man also die eigenen Vorstellungen zur Elektronendichteverteilung auf die
Stimmigkeit liberpriifen und korrigieren, wobei die Messung sehr aufwendig ist. Es muf
teilweise wochenlang bei sehr tiefen und konstanten Temperaturen gemessen werden, um den
Einflu von Gitterschwingungen zuriickzudrdngen. Mit dem gleichen Einkristall mufl man

zunéchst die Position der Kerne und dann die Elektronendichteverteilung bestimmen.

Abb. a) Struktur des Molekiils Oxalsiuredihydrat; b) Gesamtelektronendichte 38

37 Einen Ubersichtsartikel zu diesem Verfahren liefert R.BOESE mit "Kann man chemische Bindungen
sehen?" in: Chemie in unserer Zeit, 23 (1989), S. 77 ff.

38 Abb. aus BOESE 1989, S. 81
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Ein prinzipielles Problem bei der Bestimmung der Elektronendichteverteilung ist, dal man sie
immer nur fiir die Gesamtheit aller Elektronen fiir Molekiile als Bausteine eines Kristalls
bestimmen kann und nie fiir ein einzelnes Elektron innerhalb eines einzelnen Molekiils.

Zusammenfassend kann man zur MefBbarkeit der Eigenschaften des Mikroobjekts Mole-kiil
feststellen, daf3 bei einem Ensemble von Molekiilen eines Gases die Lage der Energieniveaus
der einzelnen elektronischen Zustinde und die Geometrie des Kern-geriists relativ gut
experimentell bestimmbar sind, wéhrend die Gesamtelektronendichte-verteilung nur fiir
Molekiile innerhalb eines Festkorpers bestimmbar ist. Die Aussagen {iber die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Elektronen eines bestimmten Zustands lassen sich nur
schlecht experimentell belegen. Damit lassen sich auch Zuordnungen von FElek-tronen zu

lokalisierten Bindungen kaum durch Messungen zur Elektronendichte belegen.

3.1.3.2. Molekiileigenschaften und Stoffeigenschaften

Neben den energetischen Groflen, die unmittelbar spektroskopische Ergebnisse erkldren, ist

auch die Ladungsverteilung innerhalb eines Molekiils (Kern- und Elektronenladung) Basis fiir
die Erklirung bestimmter, makroskopischer Stoffeigenschaften. Die Ladungs-verteilung
innerhalb des Molekiils bestimmt, ob das Molekiil ein permanenter Dipol ist oder nicht. Die
Dipolstirke bestimmt maBigeblich die GroBe der zwischenmolekularen Wechselwirkungen, so
dal eine makroskopische Stoffeigenschaft wie der Aggregat-zustand durch Ergebnisse
quantenmechanischer Rechnungen zwar nicht vorhergesagt, aber qualitativ erkldrt werden
kann. Zwischenmolekulare Wechselwirkungen stéren somit zwar die Berechenbarkeit von
Eigenschaften der Einzelmolekiile, sie konnen ihrerseits aber durch die Ergebnisse einer
quantenmechanischen Berechnung eines Molekiils qualitativ - evtl. sogar halbquantitativ -
erklart werden.

Die Stérke eines Dipols m berechnet sich nach
w=[ptr)-r-dav
Vv

Die Ladungsverteilung r(r) des Molekiils kann aus dem Kerngeriist und der berechneten
Aufenthaltswahrscheinlichkeit oder der experimentell bestimmten Ladungsdichte ermittelt
werden. Fallen die Schwerpunkte der positiven und negativen Ladung nicht zusammen, so
liegt ein permanenter molekularer Dipol vor. Das permanente Dipolmoment der Mole-kiile
bestimmt die Dielektrizititszahl eines Stoffes und kann {iiber die Bestimmung der
Dielektrizititszahl gemessen werden. Man muf3 allerdings beachten, dafl bei bei der aus-
gedehnten Ladungsverteilung eines Molekiils neben dem permanenten auch ein induziertes
Dipolmoment auftritt und beide zusammen die Dielektrizititszahl des Stoffes bestimmen. Die
Auswirkungen der beiden Dipolkomponenten auf die Dielektrizititszahl sind unterschiedlich
temperaturabhidngig. Eine erhdhte Temperatur verhindert eine vollstindige Ausrichtung der

permanenten Dipole im elektrischen Feld, wihrend die Ausrichtung der induzierten Dipole

- 87 -



nicht betroffen ist. Durch eine temperaturabhiingige Bestimmung der Dielektrizitdtszahl kann
der Einflu der permanten und induzierten Polarisation der Molekiile auf das dielektrische
Stoffverhalten unterschieden werden (BARROW I 1984, S. 247 ft.).

Die Stirke der zwischenmolekularen Wechselwirkung, die durch ein permanentes Dipol-

moment m zwischen gleichen Teilchen eines Reinstoffs verursacht wird, wird durch die
potentielle Wechselwirkungsenergie Vp bestimmt, fiir die gilt:

Vp = const. Fehler!

Die Stirke der Wechselwirkung ist umso grof3er, je hoher das Dipolmoment ist und je niedriger
der Molekiilabstand und die Temperatur sind (BARROW II 1984, S.188ff.). Zusitzlich tritt
eine Wechselwirkung zwischen den permanenten Dipolen und induzierten Dipolen auf, da

jedes Molekiil ein permanter Dipol ist, aber aufgrund der ausgedehnten Ladungsverteilung
auch wieder selbst polarisierbar ist. Die hierdurch verursachte Wechselwirkungsenergie V|

V1= Fehler!

ist zusitzlich abhingig von der Polarisierbarkeit a, aber nicht mehr von der Temperatur.

Als dritte Wechselwirkungsenergie kommt die sogenannte Londonsche Dispersionsenergie Vi,
hinzu, die auch bei Molekiilen ohne permanenentes Dipolmoment auftritt. Molekiile mit einer
hohen Polarisierbarkeit a verfiigen iiber leicht bewegliche Elektronen 3°. Im zeitlichen Mittel
ist die Ladung innerhalb eines unpolaren Molekiils symmetrisch verteilt. Fiir beliebig kurze
Zeitspannen muf3 das nicht mehr gelten, so daf3 ein individuelles Molekiil momentan ein Dipol
sein kann und wiederum bei Nachbar-molekiilen ein Dipolmoment induzieren kann. Die
Richtung des Dipolmoments beziiglich des Molekiils ist beliebig und wechselt stindig. 40 Die
Londonsche Dispersionsenergie ist die Ursache fiir van-der-Waals-Wechselwirkung bei
unpolaren Stoffen, die das Abwei-chen der realen Gase von dem Verhalten der idealen Gase
kennzeichnen. Die Londonsche Dispersionsenergie ist neben der Polarisierbakeit a auch von

der Ionisierungsenergie I des Molekiils abhéngig und berechnet sich zu
V1, = Fehler!.

Die Dispersionsenergie ist bei ungefahr gleich grolen Molekiilen von vergleichbarer GréB3e und

im Gegensatz zur Dipolwechselwirkung bei kleinen, einfachen Molekiilen nicht so sehr

39 Leicht bewegliche Elektronen in einem Teilchen ohne permanentes Diplmoment wiren gleichzusetzen mit
Elektronen in Zustinden, die durch eine relativ gleichmaBig verteilte Aufenthaltswahrscheinlichkeit
innerhalb des ganzen Molekils gekennzeichnet sind.

40 Eine Herleitung zur Grofle der Londonschen Dispersionsenergie anhand des Wasserstoff-Molekiils mittels
der VB-Methode findet man bei BARROW 1984, A33ff.. Bei der durchgefiihrten Storungsrechnung miussen
Storungen zweiter Ordnung berticksichtigt werden. Van der Waals nahert sich dem Problem des realen
Gases von der Seite der Thermodynamik aus und verursacht die Abweichung des realen vom idealen
Gasverhalten durch empirische Korrekturglieder an der thermodynamischen Zustandsgleichung fur Gase zu
erfassen. Eine Begrundung der Grofle der Wechselwirkungsenergie von Seiten der Thermodynamik ist
nicht gefordert und auch nicht leistbar.
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strukturabhéingig. Bei grofleren Molekiilen oder Kristallverbdnden findet man groBere
Unterschiede in der Delokalisation der Elektronen und damit in der Polarisierbarkeit und der
Dispersionsenergie. Vergleicht man bei Molekiilen vergleichbarer Grofle den Beitrag der
einzelnen Energieformen zur Gesamtenergie, so unterscheiden sich die Summe der Beitrdge der
Dispersionsenergie und der durch induzierte Dipole verursachten Wechselwirkungsenergie
kaum, wahrend die Dipol-Dipol-Wechselwirkungs-energie erhebliche Unterschiede aufweist.
Die Londonsche Dispersionsenergie ist stark von der Polarisierbarkeit abhidngig, die wiederum
mit steiender Molekiilgroe wichst.

Alle drei Energien zusammen bestimmen die Grofe der zwischenmolekularen Wechsel-
wirkung und koénnen als "Bindungsenergie" interpretiert werden, die bei der Trennung eines
Molekiilaggregats in isolierte, wechselwirkungsfreie Molekiile aufgebracht werden muf3. Die
innere Energie eines Stoffes setzt sich zusammen aus der Wechselwirkungsenergie zwischen
den Molekiilen (potentielle Energie) und der thermischen Energie der Molekiile (kinetische
Energie). Ein direkter experimenteller Bezug zur Uberpriifung der berechneten
Wechselwirkungsenergie kann iiber das Verdampfen einer Fliissigkeit hergestellt werden. Im
molekularen Bild muf3 dazu die Bindungsenergie zwischen den Einzelmolekiilen {iberwunden
und den Molekiilen der Gasphase eine kinetische Energie vermittelt werden. Experimentell ist
nur die Summe aller Energien als Verdampfungs-enthalpie mefBbar. Die auf der Basis der
gemessenen Dipolmomente und Polarisierbar-keiten berechnete Bindungsenergie zwischen
benachbarten Molekiilen und die Verdamp-fungsenthalpie stimmen in der GroBenordnung
iiberein, jedoch ist die Verdampfungs-enthalpie ca. doppelt so hoch wie die berechnete
Bindungsenergie.

Eine Ursache ist die fehlende Beriicksichtigung der kinetischen Energie der Molekiile in der
Gasphase. Werden bei der Berechnung nur unmittelbar benachbarte Molekiilpaare mit einem
festen Abstand beriicksichtigt, so entféllt ein groBer Teil der Bindungsenergie. Durch eine
Vergroferung der Zahl der Wechselwirkungen und die Beriicksichtigung der Eigenbewegung
der Molekiille lassen sich bessere Ergebnisse erzielen. Die Abhingigkeit der
Verdampfungsenthalpie von der Dipolstirke, von der Polarisierbarkeit und von der

Temperatur wird aber auch bei einer einfachen Berechnung richtig wiedergegeben.

Molekiil | Dipolmoment | Polarisierbar- | VD 11 Vpin VL in VD +VI *VL| Verd. enthal-
m in 10-30 keit a in 1022 ] 1022 ] 1022 ] in kJ mol_1 pie DH in kJ
As m 10-30 m3 mol-!

He 0 0,2 0,5 0,5 0,09

Ar 0 1,6 2,9 2,9 6,6

Xe 0 4,0 18 18 13,0

HCl 3,6 2,6 1,2 0,36 7,8 9,4 16,1
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HBr 2,6 3,6 0,39 0,28 15 16 17,6

HJ 1,3 5.4 0,021 0,10 33 33 18,2
HyO 6,1 1,5 11,9 0,65 2,6 15 39,4
NH3 5 2,2 52 0,63 5,6 11 23,3

Tabelle: Vergleich der berechneten zwischenmolekularen Bindungsenergie und der Verdampfungsenthalpie von
Fliissigkeiten bei 250C und einem festen Molekiilabstand von 0,5 nm. Tabelle nach BARROW 1973, S.
516

Die qualitative Ubereinstimmung der berechneten zwischenmolekularen Bindungsenergie und
der gemessenen Verdampfungsenthalpie zeigt, daB eine Erkldrung physikalischer
Eigenschaften auf der Basis des Konzepts der molekularen Dipole (unterschieden in per-
manente, induzierte und "fluktuierende" Dipole) moglich ist.

Mit der Vorstellung einer kontinuierlichen, stationdren Ladungsverteilung innerhalb des
Molekiils kann die Erkldrung permanenter, molekularer Dipole geleistet werden. Die
Londonsche Dispersionswechselwirkung wird auf fluktuierende Ladungsverteilungen
zuriickgefiithrt, die ihre Ursache in den Schwankungen der Ladungsverteilung um den
Durchschnitt haben. Die Elektronen eines Molekiils erzeugen also aufgrund ihrer
Aufenthaltswahrscheinlichkeit im zeitlichen Durchschnitt einen permanenten Dipol kon-
stanter Stirke und Richtung, wiahrend zusdtzlich stindig wechselnde momentane
Dipolmomente auftreten.

Eine solche Erkldrung der molekularen Dipole beruht auf einer statistischen Deutung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen. Mithilfe der Quantenmechanik wird eine
detaillierte Beschreibung des Mikroobjekts Molekiil oder Atom als System mit einem stédndig
wechselnden Dipolmoment bei einem bestimmten zeitlichen Durchschnittsdipolmoment
moglich. Auf der Basis der molekularen Dipole werden maroskopische Stoffeigenschaften iiber
Wechselwirkungen zwischen den molekularen Dipolen erkldrbar. Hier wurde nur die
Verdampfungsenthalpie angefiihrt, weil sie in einen ziemlich direkten Zusammenhang zur
Bindungsenergie zu bringen ist.

Als weitere makroskopische physikalische Eigenschaften ist der Siede- und Schmelz-punkt
eines Stoffes zu nennen, der iiber den Dampfdruck direkt mit der Verdampfungs-enthalpie

DHy bzw. der GroBe der zwischenmolekularen Bindungsenergie V zusammen-hédngt
(BARROW 1984, S. 195):

4G aH

p = const..e M oder p=const..e X

wobei allerdings die Terme DHy sowie V selbst wieder nicht linear von der Temperatur

abhdngen (s.0.). Somit kann aus der Kenntnis der Verdampfungsenthalpie nicht sofort

quantitativ direkt auf die Siedetemperatur geschlossen werden, sowohl die Verdamp-
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fungsenthalpie als auch der Siedepunkt stellen aber makroskopische Stoffeigenschaften dar,
auf die sich die zwischenmolekularen Anziehungen unmittelbar auswirken.

Vollstindig bekannt durch die Kenntnis der Struktur des Kerngeriists sind die Schwin-gungs-
und Rotationsspektren von gasformigen Stoffen. Ebenso verhédlt es sich mit den
Absorptionsspektren gasformiger Stoffe, die durch Elektroneniibergéinge in den Mole-kiilen
bestimmt sind, den Spektren ist nur noch eine Schwingungs- und Rotationsfeinstruktur
iiberlagert.

Anders ist es bei der Farbe von Feststoffen oder Fliissigkeiten. Die Wellenldnge des
Absorptionsmaximums wird durch Absorptionsvorgédnge einzelner Elektronen in einzelnen
Molekiilen des Molekiilverbands bestimmt. Sie 148t sich aus der Kenntnis des Mole-kiils
vorhersagen. Jede Storung eines elektronischen Zustands durch Schwingung, Rota-tion oder
Wechselwirkungen mit Nachbarmolekiilen dndert den Eigenzustand geringfligig, so dafl nicht
mehr alle Molekiile eines Molekiilaggregats energetisch vollstindig entartet sind. Die hieraus
resultierende Verbreiterung des Absorptionsmaximums ist durch Wechselwirkungen zwischen
den Molekiilen erklédrbar, aber nicht quantitativ aus den quantenphysikalischen Rechnungen
vorhersagbar. Da die Breite der Absorptions-bande die Brillianz des Farbtons bestimmt, kann
das Phianomen Farbe zwar weitgehend quantenmechanisch erkldrt, aber nicht ganz vollstindig

berechnet werden.
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3.2. Darstellung im Rahmen des eigenen Konzepts

Die Untersuchung von Molekiilen wird beispielhaft fiir einfache zweiatomige Molekiile
vorgenommen. An erster Stelle steht das Wasserstoffmolekiil Hp, ergéinzt durch weitere
homonukleare Molekiile der Stoffgruppe der Halogene (F7, Cly, Brp, 7). Die heteronuklearen
Molekiile HF, HCl, HBr und HI ergidnzen die Stoffauswahl. An diesen zweiatomigen
Molekiile soll beispielhaft der Unterschied zwischen einem Atom und Molekiil (Phinomen
chemische Bindung) und die Abhéngigkeit der Eigenschaften des Mikrosystems Molekiil von

seinem Aufbau gezeigt werden.

3.2.1. Zu erklirende Phiinomene
Zur Erklarung von Stoffeigenschaften und zur Reaktivitdt von Stoffen als einer Anwendung
von Quantenphysik in der Schule sind qualitative oder halbquantitative Ergebnisse
ausreichend. In einer Art "molekularen Programm" soll versucht werden, mit den aus der
Modellierung des Mikrosystems Molekiil gewonnenen Kenntnissen iiber die Zustdnde
ausgewdhlter Valenzelektronen die Eigenschaften der Molekiile abzuleiten und aus den
Molekiileigenschaften wiederum bekannte makroskopische Stoffeigenschaften zu erklaren.
Diese Vorgehensweise liegt nahe, da aus wenigen molekularen KenngréBen eine Vielzahl von
physikalischen und chemischen Eigenschaften erkldrt werden kann (s. Abschnitt 3.1.3). Die

"Basisgroflen" hierfiir sind die Bindungsenergie und die Dipolstirke der Molekiile.

Molekiil Bindungsdissoziations- Dipolmoment m in Polarisierbarkeit a in
enthalpie in kJ/mol 10-30 Cm 10-30 m3

Hj 436 0 0,2

F» 155 0

Clp 242 0

Brp 193 0

Ir 151 0

HF 565 6,37 0,51
HCI 431 3,60 2,63
HBr 366 2,67 3,61
HI 299 1,40 5,45

Tabelle 2: Die molekularen KenngroBen Bindungsdissoziationsenthalpie (nach ATKINS 1988, S. 864),
Dipolmoment und Polarisierbarkeit (ATKINS 1988, S. 871) fir Wasserstoff, Halogene und
Halogenwasserstoffe

Fir die Erklarung der Bindungsenergie ist nicht die Kenntnis der Energieniveaus und
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilungen aller elektronischen Zustéinde nétig, sondern nur

relative Verdnderungen zwischen Anfangs- und Endzustand )d.h. zwischen den isolierten
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Atomen und dem Molekiil). Im Chemieunterricht sind solche Vergleiche zwischen Anfangs-
und Endzustand (vor und nach der Reaktion) oder Vergleiche zwischen strukturell dhnlichen
Molekiilen (wie der Vergleich physikalischer und chemischer Eigenschaften der
Halogenwasserstoffe) {iblich. Die Bindungsenergie ist die Basis fiir die Erkldrung der Stabilitét
eines Molekiils und damit auch fiir die Stabilitét eines Stoffes. Zu erkldren ist die Abnahme
der Stabilitét in der Rethe vom Fluor iiber Chlor und Brom zum Jod ebenso wie in der Reihe
vom Fluorwasserstoff iiber Chlorwasserstoff und Bromwasserstoff zum Jodwasserstoff.

Das Dipolmoment - evtl- ergénzt um die Polarisierbarkeit - ist die Basis fiir die Erklarung
samtlicher physikalischer Stoffeigenschaften, die iiber zwischenmolekulare Wechselwirkungen
der Molekiile untereinander gedeutet werden (s. Abschnitt 3.1.3.: Siedepunkt, Schmelzpunkt,
Verdampfungswarme, Viskositét) und fiir die Loslichkeit der Stoffe in polaren und unpolaren
Losungsmiteln. Auch das chemische Reaktionsverhalten wird von der Polaritit der Molekiile
beeinfluft. Erklart werden sollen aber nur die relativ leicht experimentell fal3baren

physikalischen Eigenschaften.

Molekiil Siedepunkt inK Verdampfungsenthalpie | Viskositdt in 10-6 Pa s
in kJ/mol bei ca. 20°C

H» 20,38 0,916 8,76

F2 85,1 4,70

Clp 239,1 20,41 13,2

Brp 3324 29,45 15,1

I 458,4 41,80 -

HF 290 30,23

HCl 187,0 16,1 14,3

HBr 201.,4 17,6 18,2

HI 234,1 18,2

Tabelle 3: Die Eigenschaften Siedepunkt und Verdampfungsenthalpie beim Siedepunkt (nach ATKINS 1988, S.
865, fiir die Halogenwasserstoffe nach BARROWS, 1973, S. 516) sowie Viskositit (HANDBOOK 1975, S.
F56-59)

Die Zunahme des Siedepunktes, der Verdampfungsenthalpie und der Viskositit ist zum mit
der steigenden Molekiilmasse erklarbar. Daneben hat aber auch die Dipolstirke der Molekiile
einen entscheidenden Einflul auf diese Stoffeigenschaften. Sie kann erkldren, warum z.B.
Fluorwasserstoff durchgiangig aus der Reihe fillt und trotz geringer Molekiilmasse hoch siedet.
Um das unterschiedliche Siedeverhalten von strukturell dhnlichen Stoffen zu erkldren, werden
nicht die zwischenmolekularen Krifte berechnet, wie es bei genauer Kenntnis der Grofe, der
Dipolstirke und der Polarisierbarkeit des Molekiils moglich wére. Es werden vielmehr
Vergleiche angestellt: Je groler die Molekiilmasse, desto hoher wird der Siedepunkt; je groBer
die Dipolstérke, desto hoher wird der Siedepunkt. Die Dipolstirke selbst wird iiber die Stérke
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der Bindungspolaritit erkldrt. Mit dieser halbquantitativen Vorgehensweise wird das
Augenmerk auf geringe Unterschiede in sonst dhnlichen Molekiilen gelenkt, es werden
Beziehungen zwischen Struktur des Mikrosystems Molekiil und den makroskopischen
Stofteigenschaften hergestellt.

Die Erkliarungen sind qualitativer oder halbquantitativer Art und ermdglichen insbesondere
iiber den Vergleich der Dipolstirke (unter Beriicksichtigung der Molekiilmasse) ein
Verstidndnis des Verhaltens von chemisch verwandten Stoffen. Die Basis fiir die Erklérung der
Dipolstiarke soll die rdumliche Verteilung der elektronischen Aufenthalts-wahrscheinlichkeit
entlang der Kernverbindungsache liefern, die aus dem Quadrat der Eigenfunktionen ermittelt
wird.

Es soll nicht versucht werden, makroskpische Stoffdaten aus der Kenntnis der Molekiile
quantitativ vorherzusagen. Dies wire in der Schule weder leistbar noch sinnvoll. Der
Schwerpunkt liegt auf dem grundsétzlichen Verstdndnis der Molekiileigenschaft Dipolstirke
und der Bindungsenergie. Vergleiche zwischen &hnlichen Stoffen orientieren sich am
Chemieunterricht, wo die Beziehung zwischen Struktur und FEigenschaft einen breiten Raum
einnimmt. In Schulbiichern zur Chemie wird das unterschiedliche Verhalten strukturell
dhnlicher Stoffe auf leichte Unterschiede in der Elektronenverteilung (unterschiedlich polare
Bindungen), zuriickgefiihrt. (JAECKEL 1988, S.36f.)

Die quantenphysikalische Beschreibung der Molekiile orientiert sich an der der Atome - ein
Molekiil wird als Mikrosystem aufgefal3t, bei dem nur die Anordnung der Kerne bzw. der aus
Atomkern und weiteren Elektronen zusammengesetzten positiven lonen fest vorgegeben ist.
Mit der zeitunabhidngigen Form der Schrodingergleichung werden die Zustéinde untersucht, die
ausgewdhlte Elektronen in diesem stationdren System einnehmen konnen. Jedes dieser
Elektronen gehort dabei dem ganzen Molekiil an. Aus der Kenntnis der Strukturformel kann
ein Elektronenpaar ausgewdéhlt werden, bei dem sich der Zustand in den einzelnen Atomen
und dem Molekiil besonders stark unterscheidet. In der Sprache der Chemie wéren es die
"Bindungselektronen", die ihre hochste Aufent-haltswahrscheinlichkeit in der Mitte zwischen
den beiden Atomkernen eines homo-nuklearen Molkeiils haben. Elektronen anderer Zustdnde
weisen die hochste Aufenthalts-wahrscheinlichkeit jeweils im EinfluBbereich nur eines
Atomkerns auf, die sich zwischen Atom und Molekiil nur wendig unterscheiden.

Durch eine Beschrinkung der Modellierung auf Wasserstoff und die Gruppe der Halogene
werden Vergleiche zwischen strukturell dhnlichen Molekiilen angestellt, bei denen die

betrachteten Elektronen eine rotationssymmetrische Verteilung entlang der x-Achse zeigen.

3.2.2. Grundlagen der Modellierung
Mit der Modellierung soll versucht werden, den Unterschied zwischen Atom und Molekiil,
zwischen homo- und heteronuklearen Molekiilen, zwischen Grund- und Anregungszustand

herauszuarbeiten. Dabei kommt es im wesentlichen auf die Unterschiede der elektronischen
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Eigenzusténde hinsichtlich der Energie und der Aufenthaltswahrscheinlichkeit an, weniger auf

die absoluten Werte. Das Modell muB3 also in der Lage sein, die charakteristischen

Unterschiede in der Struktur zwischen Atom und Molekiil, zwischen homo- und

heteronuklearen Molekiilen zu reprasentieren. Fiir ein qualitatives Vorgehen kann der

Potentialtopfansatz benutzt werden, wenn entsprechende Computersimulationen zur

Verfligung stehen. 4! Die Grundlagen fiir Simulationen mit variablem Potential sind z.B. bei

NIEDDERER (1987) dargestellt.

Bei der Arbeit mit einem Potentialtopfansatz ist die Wahl des Potentialverlaufs ein ent-

scheidender erster Schritt. In einem Atom oder Molekiil wird der dreidimensionale Po-

tentialverlauf durch alle beteiligten Atomkerne und Elektronen bestimmt. Das Problem ist, daf3
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen erst das Ergebnis der Simulation ist, aber
den Potentialverlauf innerhalb des Molekiils entscheidend mit bestimmt. Um das Prinzip der
chemischen Bindung zu zeigen, sind keine numerisch exakten Ergebnisse nétig, so dal man auf
die in der Quantenchemie {ibliche Variationsrechnung verzichten kann. Fiir die Schule bietet

sich ein qualitatives Vorgehen an; in Anlehnung an Kuhn (FORSTERLING / KUHN 1983)

werden dazu drastische Vereinfachungen bei der Modellierung vorgenommen:

- Der Potentialverlauf ist nur in einer Dimension variabel (eindimensionaler Potentialtopf)
und zwar in Richtung der Kernverbindungsachse.

- Innerhalb eines Atoms ist das Potential konstant. Bei einem heteronuklearen Molekiil
wird der Bereich jedes Atomdurchmessers durch ein konstantes Potential
charakterisiert. Zum Nachbaratom kann eine Potentialstufe auftreten, deren Héhe durch
die Elektronegativititsdifferenz der Atome bestimmt ist.

- Variabel sei ferner der Abstand der Atomkerne.

- Potentiale verschiedener Atome iiberlagern sich ungestort.

3.2.2.1. Eindimensionaler Potentialtopf und Molekiile

Mit dem eindimensionalen Potentialtopfansatz nimmt man folgende Einschrinkungen bei der
Beschreibung von elektronischen Zustinden mit Hilfe der Schrodingergleichung in Kauf (s.
auch Kapitel 2.1.2.):

- Eskann nur eine eindimensionale Potentialfunktion V(x) beriicksichtigt werden, nur iiber
die x-Komponente der Eigenfunktion und des Energieeigenwerts konnen Aussagen
gemacht werden.

- Die Zeitvariable wird nicht beriicksichtigt, so dal nur stationére Zustdnde beschrieben

werden konnen.

41y Es muB moglich sein, variable Potentiale (z.B. Stufenpotentiale) vorzugeben und dann entsprechende
Energieeigenwerte und y—Funktionen zu suchen.
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- Die Beschreibung wird auf ein Einelektronenproblem reduziert, d.h. dal3 alle zu be-
riicksichtigenden Elektronen das gleiche Potential erfahren.

Eine Frage ist, ob derartige Einschrinkungen iiberhaupt eine sinnvolle Beschreibung von
Molekiilen zulassen. Auf den ersten Blick erscheint das Vorhaben nahezu unméglich, da reale
Molekiile den obigen Einschriankungen nicht entsprechen. Es sind Systeme mit einer nicht
unbedingt hochsymmetrischen dreidimensionalen Struktur, so daB3 durch die Kenntnis der x-
Komponente nicht auf die anderen Komponenten geschlossen werden kann. Es liegt auch
nicht ndherungsweise ein zentralsymmetrisches Problem vor, das durch die Separation in
Winkel- und Radialanteil dreidimensional 16sbar wire.

Innerhalb des Molekiils ist die Verteilung der Elektronen in den unterschiedlichen stationdren
Zustinden nicht gleichformig - die Schwerpunkte der Aufenthaltswahrschein-lichkeit fiir jeden
Zustand sind in unterschiedlichen Bereichen des Molekiils lokalisiert, so daf} jedes Elektron n
ein anderes Potential "sieht", weil die n-1 Restelektronen jeweils einen anderen Beitrag zur
Potentialfunktion V(x) liefern. Eine einheitliche Potential-funktion V(x) fiir alle Elektronen
oder auch nur alle Valenzelektronen fithrt zu groBen Fehlern in den Energieeigenwerten und
den FEigenfunktionen. Die interessierenden Bindungsenergien oder spektroskopische
interessante Energiedifferenzen sind so gering verglichen mit der Gesamtenergie, dal3 eine
vergroberte Modellierung Fehler der berechneten Energieeigenwerte mit sich bringt, die oft

grofBer sind als die interessierenden Energiedifferenzen.

Konsequenzen:

Mit dem Modell kann nicht die vollstindige, dreidimensionale elektronische Struktur des
Molekiils berechnet werden. Auch die Absolutwerte der elektronischen Energien kdnnen nicht
richtig vorhergesagt werden. Moglich sind vergleichende Aussagen iiber die Verteilung der
Aufenthaltswahrscheinlickeit entlang einer gewéhlten Achse von Molekiilen und {iber die
Energieeigenwerte in Abhingigkeit vom Potentialverlauf und vom gewédhlten Zustand fiir
einzelne ausgewéhlte Elektronen. Man kan z.B. die elektronischen Zustéinde in einem Molekiil
mit symmetrischen Potentialverlauf mit denen in einem Molekiil mit asymmetrischen
Potentialverlauf vergleichen. Ein Vergleich der elektronischen Zustinde in den einzelnen
Atomen und dem daraus gebildeten Molekiil ist aufschlulreich, auch wenn die Absolutwerte
der elektronischen Energie und der Aufenthaltswahrscheinlichkeit jeweils mit groen Fehlern
behaftet sind.

Orientierend an einer solchen chemisch geprigten Vorgehensweise wird im Folgenden das
Molekiil in ein Geriist und die Elektronen in den interessierenden Zustinden getrennt. Die
Elektronen in den interessierenden Zustinden werden vom restlichen Elektronen- und
Kernsystem separiert. Das ist dann moglich, wenn die gegenseitigen Wechselwirkungen
zwischen diesen Elektronen und den restlichen Elektronen in mdglichst guter Niherung

vernachldssigt werden konnen. Es bedeutet, dall das Verhalten der interessierenden Elektronen
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unter dem Einflul} eines Potentials, das vom Restmolekiil bestimmt wird, untersucht wird. Die
Separation beinhaltet, da3 Einfliisse der Elektronen in den zu untersuchenden Zustinden auf
das Gertist vernachléssigt werden. Die ermittelte Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
der Elektronen soll nicht die Elektronenverteilung in den anderen Zustinden beeinflussen.
Géngig ist eine Separation der s- und der p-Elektronen bei organischen Molekiilen, wo das
Verhalten der p-Elektronen im effektiven Potential des Geriists, das auch die s-Elektronen
umfaft, untersucht wird (SCHMIDTKE 1987, S. 198ff.).

Um die durch die Separation verursachten Fehler so gering wie moglich zu halten, miissen
nicht nur die zu modellierenden Elektronensysteme (= Molekiile) sorgfiltig ausgewdhlt
werden, sondern auch die Interpretation der Ergebnisse mufBl iiberpriift werden. Bei der
Modellierung mit dem eindimensionalen Potentialtopf wird fiir alle zu untersuchenden
Eigenzustinde des Molekiils der gleiche Potentialverlauf angenommen, von dem nur die x-
Komponente beriicksichtigt wird. Es wird kein Variationsverfahren durchgefiihrt, mit dem der
Einfluf der berechneten elektronischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem Zustand auf
den Potentialverlauf, den Elektronen in anderen Zustidnden erfahren, bertiick-sichtigt wird. In
der Potentialfunktion ist somit nicht nur der EinfluB des Kerngeriists und des
Restelektronensystems zu beriicksichtigen, sondern schon von vornherein der gemittelte
EinfluB von Elektronen in den Zustdnden, die untersucht werden. Das sei am Beispiel
erldutert: Wenn das H,-Molekiil modelliert wird, kann es aufgeteilt werden in die beiden Ionen
H* und die beiden zu untersuchenden Elektronen a und b. In der Potential-funktion fiir das
Elektron a mull der Einflu der beiden Ionen und des Elektrons b berlicksichtigt werden,
umgekehrt muf} fiir das Elektron b auch der Einflu des Elektrons a beriicksichtigt werden.
Beim Wasserstoffmolekiil sind diese Einfliisse symmetrisch, so dal man fiir beide Elektronen
die gleiche Potentialfunktion angeben kann, die jeweils den EinfluB des anderen Elektrons
ndherungsweise beriicksichtigt. Es bleibt das alte Problem, wie es auch bei den komplexeren
Rechenverfahren auftaucht: es mu3 der Einflu einer Ladungsverteilung bei der Rechnung
beriicksichtigt werden, die selbst erst durch das Ergebnis der Rechnung ermittelt wird. Das
Problem ist nicht generell 16sbar, man kann versuchen, den Einflul des zweiten Elektrons in
einem doppelt besetzten Zustand durch eine verniinftige Abschétzung zu beriicksichtigen.

Die Zahl der Elektronen in den zu untersuchenden Zustdnden ist generell so gering wie
moglich zu halten, da so die Forderung des Modellansatzes, dal3 alle zu untersuchenden
Elektronen das gleiche Potential erfahren, eher erfiillbar ist. Gerade bei kleineren Molekiilen
unterscheidet sich die rdaumliche Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den einzelnen
Zustanden stark. Das Maxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir verschiedene Zustdnde
liegen oft in unterschiedlichen Bereichen des Molekiils, so daB jedes Elektron die
Potentialfunktion in charakteristischer Weise beeinfluflt. Es ist nicht zuldssig, flir ein Molekiil

wie das Methanmolekiil CHy4 eine Potentialfunktion fiir alle acht Valenzelektronen anzugeben,

da immer zwei Elektronen in einem bestimmten Raumbereich des Molekiils (eine Ecke eines
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Tetraeders) ein Maximum der Aufenthaltswahrscheinlichkeit aufweisen. Unkritisch kann die
Behandlung groBBer FElektronensysteme sein, bei denen die zu untersuchenden
Elektronenzustinde eine ziemlich gleichmiaBig verteilte Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das
ganze System aufweisen. Ein Beispiel dafiir sind die Metalle mit ihren stark delokalisierten
Valenzelektronen.

Mit dem eindimensionalen Potentialtopf lassen sich insbesondere Vergleiche zwischen
Molekiilen anstellen, die sich in einer Dimension wesentlich unterscheiden. Es kommen
hauptséchlich lineare Molekiile in Betracht, bei denen sich samtliche Atomkerne entlang einer
Linie - die allerdings keine Gerade sein muf3 - anordnen lassen. Zu vergleichende Molekiile
konnen sich sowohl in der Lange des Systems als auch in dem Potentialverlauf entlang dieser
Kernverbindungslinie, der durch die Atomkerne und das Restelektronen-system bestimmt
wird, unterscheiden.

Mit der Modellierung des Molekiils iiber ein eindimensionales Potential erhdlt man
Informationen iiber die y-Funktion und damit auch iiber die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
entlang der x-Achse und {iber die x-Komponente des Energieeigenwerts. Informationen {iber
die y- und z-Komponenten der elektronischen Zustinde liessen sich analog mit
eindimensionalen Potentialen V(y) und V(z) gewinnen. Vorausgesetzt ist dabei, daf} die
Schrodingergleichung in drei Teilgleichungen fiir die x-,y- und z-Komponente separierbar ist.
Die vollstindige Eigenfunktion y(x,y,z) fiir die einzelnen Eigen-zustinde des elektronischen
Systems (ohne Spinvariable) wird durch das Produkt der Eigenfunktionen y(x)y(y)y(z)
gebildet.

Bei einer geeigneten Wahl der x-Achse kann man die Ladungsverteilung entlang der
Kernverbindungsachse von linearen Molekiilen untersuchen. Die rdumliche Ladungsver-teilung
wird nicht bestimmt, da fiir die y- und z-Richtung keine Modellierung durchgefiihrt wird. Soll
der Grundzustand mit angeregten Zustinden verglichen werden, so werden nur Unterschiede
erfaBt, die die sich aus der Anderung der Quantenzahl in x-Richtung ergeben. Beim Vergleich
verschiedener Molekiile werden nur Potential-unterschiede in x-Richtung beriicksichtigt. Bei
linearen Molekiilen findet man die groBten Unterscheide im Potentialverlauf in x-Richtung,
wihrend die y- und z-Komponente nicht so starke Unterschiede zeigen, so dal3 sie

uninteressanter sind.
Der Energieeigenwert E (x,y,z) wird durch die Summe der Energieeigenwerte

E,(xX)TE,(y)+E,(z) gebildet. Bei einer eindimensionalen Modellierung wird nur die x-
Komponente des Energieeigenwerts beriicksichtigt. Vergleicht man in einem Molekiil den
elektronischen Grundzustand mit angeregten Zusténden, die sich nur in der Quantenzahl nx
unterscheiden, so treten keine Probleme auf, da sich die y- und z-Komponenten des
Energieeigenwerts flir den Grund- und die Anregungszustinde nicht unterscheiden. Die
Energiedifferenz zwischen Anregungs- und Grundzustand 146t sich ohne weiteres ermitteln.

Bei einem Vergleich verschiedener molekularer Systeme miteinander sollte man solche
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Systeme auswihlen, bei denen der Anteil der y- und z-Komponenten zum Energieeigenwert

verschiedener Zustdnde vergleichbar sein wird.

3.2.2.2. Modellierung zweiatomiger Molekiile durch ein Rechteckpotential

Es sollen homonukleare und heteronukleare Molekiile modelliert werden, bei denen nur s-
Bindungen vorliegen. Das bedeutetet, dal nur ein Zustand eine maximale Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den beiden Kernen aufweist. Von diesem Zustand
wird vor allem die x-Komponente vom Kernabstand und vom Potentialverlauf entlang der
Kernverbindungsachse beeinflufit, so daB3 eine eindimensionale Modellierung sinnvoll ist. Die
Modellierung wird nur fiir dieses eine Elektronenpaar vorgenommen, die anderen Elektronen
werden dem Geriist zugerechnet.

Die Auswahl dieses Elektronenpaares begriindet sich aus der Zielsetzung der Modellierung,
die den Vergleich zwischen Atomen und dem daraus gebildeten Molekiil ermdglichen soll.
Dieses eine Elektronenpaar  verdndert den  Energieeigenwert  und die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit am stirksten von allen beteiligten Elektronen bei der Bildung
eines Molekiils aus Atomen. Da die Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die
beiden ausgewihlten Elektronen eines Zustands gleich ist, kann mit guter Néherung fiir beide
das gleiche Potential angenommen werden, das durch das Geriist aus Kernen, dem
Restelektronensystem und dem jeweils anderen Elektron des zu berechnenden Zustands
verursacht wird. Fiir dieses eine Elektronenpaar wird also eine Einteilchenndherung gewéhlt.
Bei der Modellierung geht es im wesentlichen darum, die Unterschiede zwischen Grund- und
Anregungszustand, zwischen Atomen und Molekiilen sowie zwischen strukturell dhnlichen
Molekiilen zu erfassen. Der Verlauf des Potentials zur Charakterisierung der verschiedenen
Mikrosysteme wird so einfach wie irgend moglich gewihlt. Durch den unterschiedlichen
Potentialverlauf sollen die Unterschiede zwischen Atom und daraus gebildetem Molekiil
sowie zwischen strukturell dhnlichen Molekiilen erfabar sein, so da3 die oben genannten
Vergleiche moglich sind. Die Energieeigenwerte unterscheiden sich prozentual nur sehr wenig
zwischen Atom und Molekiil. Diese kleinen Unterschiede entscheiden aber dariiber, ob ein
Molekiil gebildet werden kann oder nicht. Die Differenzen zwischen elektronischen Grund-
und Anregungszustand sind spektroskopisch bedeutsam. Die Grée der Energiedifferenz ist
fir die Erkldrung sowohl von mikroskopischen Molekiileigenschaften als auch von
makroskopischen Stoffeigenschaften wichtiger als die entsprechenden Absolutwerte der
Energie.

Fir die Erklarung der chemischen Bindung und von physikalischen Eigenschaften ist die
Verteilung der Elektronen innerhalb des Rumpfbereichs weitgehend uninteressant, da sie sich
zwischen Atomen und den daraus gebildeten Molekiilen kaum unterscheidet. Wesentlich ist

nur der Unterscheid in der Verteilung auBerhalb des Rumpfbereichs. Zwischen Atom und
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Molekiil ist auBerhalb des Rumpfbereichs die Struktur der Eigenfunktion unterschiedlich,
sowohl der Grund- als auch der Anregungszustand des Molekiils dndern sich gegeniiber dem
Grund- und Anregungszustand des Atoms.

Die Elektronen erfahren bei homonuklearen Molekiilen ein symmetrisches, bei heteronu-
klearen Molekiilen ein asymmetrisches Potential, dessen Verlauf nur bei bekannter
Elektronerverteilung bestimmbar ist. Betrachtet man im Vergleich Molekiile mit hetero-
nuklearen Bindungspartnern wie das HCI-Molekiil, so erfahren die Bindungselektronen durch
die beiden Ionen H* und CI* unterschiedliche Coulombanziehungen, da die Ladungsverteilung
innerhalb der beiden Ionen unterschiedlich ist. Die anderen, freien Valenzelektronenpaare des
Chlors haben ihre hochste Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem Bereich, wo sie wenig zur
Abschirmung der hohen Kernladung des Chlors innerhalb der Kernverbindungsachse beitragen
konnen. Der Potentialverlauf des Molekiils ist daher nicht symmetrisch, Chlor weist ein
tieferes Potential als Wasserstoff auf. Der Verlauf kann nicht analytisch bestimmt werden,
sondern nur {iber ein iteratives Verfahren analog zu der Hartree-Fock-Methode fiir Molekiile,
das die Zusténde aller Elektronen beriicksichtigt. Fiir die Modellierung mit dem Potentialtopf
kommt diese Grundlage der Potentialberechnung nicht in Frage, da sie zu aufwendig wire und
dem relativ einfachen Modell auch nicht angemessen ist.

Ein Rechteckpotential mit endlich hohen Wénden, wie es im folgenden benutzt wird, hat des
Vorteil, das es relativ einfach handhabbar und auch leicht zu durchschauen ist. Der stark
vereinfachende  Charakter durch die eindimensionale = Modellierung mit dem
Einelektronenansatz "Potentialtopf" wird durch den einfachen und nicht realistischen
Potentialverlauf eines Rechteckpotentials noch betont. Dem einfachen Modell Potential-topf
ist der einfache Potentialverlauf eines Rechteckpotentials angemessen. Bei den starken
Vereinfachungen, die man mit diesem Modellansatz macht, wire der Aufwand, den man
treiben miifite, um ein einigermalen realistisches Potential fiir die Bewegung des Elektrons
entlang der x-Achse eines Molekiils zu konstruieren, kaum zu rechtfertigen.

Nur fiir das Hy™-Molkeiilion ist der durch die Kerne verursachte Potentialverlauf entlang der
Kernverbindungsachse analytisch genau zu berechnen, da es sich lediglich um ein
Zweikorperproblem handelt. Bei allen anderen Molekiilen wird das Coulombpotential der
Kerne mehr oder weniger stark durch die Elektronenladungen gestort. Das Hantieren mit
effektiven Kernladungszahlen, wie es bei der quantenmechanischen Beschreibung von Atomen
iiblich ist, wére fiir den Potentialverlauf innerhalb eines Molekiils wiederum eine Néherung, da
der Potentialverlauf im Molekiill sich nicht einfach als Summe zweier atomarer
Einzelpotentiale angeben 146t. Die Elektronenverteilung im Molekiil ist eben nicht einfach die
Uberlagerung der Einzelverteilungen der Atome, sondern es findet eine -wenn auch schwache -
Umverteilung statt.

Fir ein grundlegendes Verstindnis des Wesens der chemischen Bindung und fiir die

Abhingigkeit der Dipolstirke von der Elektronenverteilung reicht ein Rechteckpotential aus,
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weil es den Unterschied zwischen Atom und Molekiil sowie zwischen symmetrischen
(homonuklearen) und asymmetrischen (heteronuklearen) Molekiilen erfassen kann. In dem
Bereich, der dem Durchmesser eines Atoms entspricht, wird ein konstantes, niedrigeres
Potential angenommen als auBlerhalb dieses Bereichs, so dal jedes Atom durch ein einfaches
Rechteckpotential mit endlicher Wandhéhe modelliert wird. AuBlerhalb der Atome wird ein
ebenfalls konstantes Potential angenommen. Verschiedene Atome werden durch

Rechteckpotentiale unterschiedlicher Wandhéhe modelliert.

d < »
d
Atom B Atom A

Abb. 2: Rechteckpotentiale flir zwei unterschiedliche Atome A und B

Das Molekiilpotential wird nach dem Baukastenprinzip aus den Einzelpotentialen der Atome
zusammengesetzt. Dabei werden Wechselwirkungen der Atome vernachlédssigt. Fiir den
Bereich des Atomdurchmessers des Atoms A innerhalb des Molekiils AB wird also das
gleiche Potential angenommen wie fiir das freie Atom A. Dieses Baukasten-prinzip orientiert
sich an der chemischen Sichtweise einens Molekiils, die die Indivi-dualitit der Atome
innerhalb eines Molekiils betont.

Fiir den Bereich des Atomrumpfes wird das gleiche Potential angenommen wie fiir den Bereich
auflerhalb desselben. Die Begriindung hierfiir ist recht pragmatisch: Der Potentialverlauf in der
Néhe des Kerns von Atom A (also im Bereich seines Atomrumpfes) wird durch die
Anwesenheit eines weiteren Atoms B wenig gestort (Coulombgesetz). Das gleiche gilt
logischerweise fiir das Atom B. In dem Bereich auerhalb der Atomriimpfe wird das Potential
von beiden Atomen beeinflufit. Demzufolge unterscheidet sich das Potential bei einem
Molekiil AB fiir den Bereich der Atomriimpfe der Atome A und B kaum von dem der freien
Atome. Wesentliches Kennzeichen des Potentialtopfansatzes ist aber, dal die Eigenfunktion
neben der Energie durch das lokale Potential V(r) bestimmt wird. Fiir den gleichen
Potentialverlauf V(r) wird man also fiir diesen Raumbereich die gleiche Eigenfunktion y(r)
(natiirlich mit einem anderen Energieeigenwert) erhalten. Da die Zielsetzung hier aber die
Unterschiede zwischen Atomen und Molekiilen betont, ist der gleichbleibende Verlauf der

Eigenfunktion im Bereich der Atomriimpfe bei der Bildung eines Molekiils aus zwei Atomen
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relativ uninteressant. Aus diesem Grunde wird fiir den Bereich der Atomriimpfe das gleiche,

konstante Potential angenommen wie auBBerhalb der Atomriimpfe.+?

Vg

v
AV
d
<> B ‘
da
Abb. 3: Rechteckpotential fiir ein Molekiil aus zwei unterschiedlichen Atomen A und B

Das heteromolekulare Molekiill AB ist im Gleichgewichtsabstand der Atomkerne gekenn-
zeichnet durch einen asymmetrischen Potentialtopf mit einer Potentialschwelle am Ubergang
vom Einflulbereich des Atoms A zum Atom B. Ein homonukleares Molekiil wére einfach

durch einen doppelt so breiten Potentialtopf wie die Einzelatome gekennzeichnet. 43

3.2.3. Abschiitzung der Parameter

Bei der Modellierung homo- und heteronuklearer Molekiile gehen folgende Parameter ein:

- Die Breite des Potentialtopfes d ergibt sich aus der Summe der Einzel-durchmesser der
beteiligten Atome, wobei der kovalente Atomradius zugrundegelegt wird. Jedes Atom
wird in einer ersten Néherung durch ein Kastenpotential endlicher Tiefe modelliert.
Dabei bestimmen die Atomradien das Verhéltnis der Breite der Einzelpotentiale. Der
kovalente Atomradius bezieht sich auf homonukleare Molekiile, somit ist der
Atomdurchmesser gleich dem Gleichgewichtsabstand der Atomkerne in dem
homonuklearen Molekiil. Der so definierte Atom-durchmesser ist auf der Basis von
Molekiilen und nicht von freien Atomen definiert und bietet sich deshalb zur

Modellierung von Molekiilen an.

42 In einem spateren Kapitel wird dies anders sein. Bei der Modellierung von metallischen Festkorpern soll
die Ahnlichkeit zwischen Einzelatomen und Atomen im Festkorper betont werden, so daf dort fur der
Bereich der Atomrumpfe ein tieferes Potential als auBlerhalb angenommen wird. Bei der Modellierung der
Molekule ware dies auch ohne weiteres moglich, wiurde aber naturlich zu einem grofleren Aufwand
fuhrren, der hier nicht unbedingt getrieben werden muf.

43 Die Modellierung durch einen solchen Potentialverlauf findet man auch bei FORSTERLING / KUHN 1983

S. 95ff. fur die Modellierung von linearen Cyaninfarbstoffmolekillen mit Heteroatomen. Dort wird fur den
Bereich eines Stickstoffatoms ein anderes, konstantes Potential angenommen wie fur Kohlenstoffatome.
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Die absolute Wandhohe V fiir die verschiedenen Atome. Wenn ein Elektron den
Potentialtopf verlaB3t, mul es eine Energie aufweisen, die der Wandhohe V entspricht.
Eine Ionisierung tritt dann auf, wenn das Elektron die Energie von der GroBe der
Differenz zwischen Wandhdhe V und obersten besetzten Energieniveau aufnimmt. Aus
der GroBe der lonisierungsenergie 146t sich die Wandhdhe grob abschitzen. Da die
Wandhohe V die relative Lage der Energieniveaus nur unwesentlich beeinfluflt - der
Abstand der Energieniveaus wird von der Wandhdhe V nur wenig beeinflu3it - ebenso
wie die Lage der Knoten der Eigenfunktionen, ist die Wandhdhe V ein eher unkritischer
Parameter. Eine grobe Abschétzung reicht aus. Fiir die Modellierung wird die maximale
Wandhohe einheitlich auf 10 eV festgelegt. Dieser willkiirlich gewihlte Wert liegt etwas
unter der GroBenordnung der lonisierungsenergien fiir Halogene und Wasserstoff (von
ca. 10,5 bis 17,5 eV). Durch die etwas geringere Wandhohe bei rechteckigem
Potentialverlauf wird so erreicht, dafl die Eigenfunktion im klassisch verbotenen Bereich
nicht zu schnell gegen Null konvergiert.

Die Hohe der Potentialschwelle DV, die den Einflulbereich verschiedener
Atomriimpfe innerhalb eines Molekiils trennt. Bei einem Vergleich verschiedener
Molekiile miissen die Unterschiede in der Anziehungskraft der Restatome auf das zu
untersuchende Valenzelektron in einer verniinftigen Abstufung beriicksichtigt werden.
Die Hohe der Potentialstufe beim Ubergang vom EinfluBbereich z.B des Chlors zu der
des Wasserstoffs wird in Anlehnung an die chemische Denkweise durch die
Elektronegativititsdifferenz der beiden Elemente Chlor und Wasserstoff festgelegt. Die
Elektronegativitit kennzeichnet die Anziehungskraft auf Bindungselektronen, die
einzelne, an einer Bindung beteiligte Atome (bzw. lonen) ausiiben (zur Definition s.
BARROW 1984, S. 180). Unter Verzicht auf eine Umrechnung der von 1 bis 4 reichenden
EN-Skala in eine Differenz der Potentiale wird hier die EN-Differenz direkt als

Potentialdifferenz in eV eingesetzt.
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Atom kovalenter Atomra- Elektronegativitt
dius in pm

Wasserstoff 30 2,2

Fluor 64 4,1

Chlor 99 2,8

Brom 114 2,7

Jod 133 2,5

Tabelle 4: Basisdaten fiir die Modellierung von zweiatomigen Molekiilen (nach FLUCK und HEUMANN (1985))

3.2.4. Darstellung der Modellierung homonuklearer zweiatomige
Molekiile

Homonukleare zweiatomige Molekiile sind die einfachsten Molekiile. Am einfachsten Sytem,
dem H,T-Molekiilion, soll zundchst das Phanomen der chemischen Bindung erklirt werden.

Die Abhéngigkeit der Bindungsenergie vom Atomdurchmesser wird anhand der Modellierung
von Wasserstoff Hy sowie verschiedener Halogene untersucht. Die Erkldrung weiterer
Phéinomene wird spéter durch den Vergleich von homonuklearen und heteronuklearen

Molekiilen ermoglicht.

3.2.4.1. Das Hp"-Molekiilion als einfachstes molekulares System

Die grundsdtzlichen Aspekte konnen an diesem einfachen Beispiel gezeigt werden, das
geschlossen losbar ist, da sich der nur von den beiden Punktladungen bestimmte
Potentialverlauf bei bekanntem Kernabstand analytisch berechnen 14Bt. Dieses Molekiilion
wurde von NIEDDERER mit verschiedenen Potentialtopfen modelliert, im folgenden werden die
Modellierung und die Ergebnisse referiert (NIEDDERER 1987).

In dem Bereich, der dem Atomdurchmesser des Wasserstoffatoms entspricht, wird ein
niedrigeres Potential angenommen als auflerhalb dieses Bereichs, so daf3 jedes Atom innerhalb
des Molekiils durch ein einfaches Rechteckpotential mit endlicher Wandhohe modelliert wird.
Die Wandhohe wird mit Kenntnis der lonisierungsenergie grob auf 15 eV abgeschitzt, die
Breite des Potentialtopfs eines Einzelatoms entspricht 0,4 nm. Man kann nun verschiedene
Abstinde der Kerne annehmen, um die Abhingigkeit der Eigen-zustinde von der
Bindungsldnge zu untersuchen. Dabei wird in dieser ersten Néherung lediglich die Breite der

Potentialbarriere, die die beiden Atome trennt, nicht aber ihre Hohe variiert.
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Abb. 4: Die Verdnderung des Potentialtopfs, der Eigenfunktion und des Energiceigenwerts fiir den bindenden

Grundzustand des H2+-Molekﬁli0ns bei verschiedenen Kernabstéinden. Breite der Potentialtopfe: 0,4 nm, Tiefe:

15 eV (nach: NIEDDERER 1987).

Bei groBem Abstand der Kerne ist die gemeinsame y-Funktion des Elektrons gleich der
(halben) Summe in zwei H-Atomen. Bei einer Verringerung des Kernabstands nimmt die y-
Funktion zwischen den beiden Atomen grof3ere Werte an, die Aufenthaltswahrschein-lichkeit

als Quadrat der Eigenfunktion fiir das Elektron im Raum zwischen den Kernen wird also
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grofler. Das bedeutet eine negative Raumladung zwischen den positiven Kernen, also eine
anziehende elektrostatische "Bindungskraft". Dieser Anziehungskraft wirkt die

elektrostatische AbstoBungskraft zwischen den positiven Kernen entgegen.
Mit der Computersimulation erhélt man fiir jedes System die Energiecigenwerte Wy. Der

Energieeigenwert fiir den Grundzustand mit n=1 stellt die elektronische Energie W dar. Bei

grofBem Abstand der Kerne unterscheidet sich der Energeieeigenwert des Grundzustands nicht
von dem des Einzelatoms. Wird der Abstand jedoch kleiner, so sinkt der Eigenwert der
Gesamtenergie. Das bedeutet eine Bindungsenergie. Berechnet man zusédtzlich analytisch die
CoulombabstoBung der Kerne, so erhdlt man durch die Addition der elektronischen Energie
W1 und der Coulombabstoung Wi die Gesamtenergie W des Molekiilions. Fiir einen be-
stimmten Abstand der Kerne, der der Bindunglinge des stabilen Systems Hy™ entspricht, tritt

ein Energieminimum auf. In der Modellierung mit dem Rechteckpotential fdllt die
Bindungsenergie grofer aus als der experimentelle Wert, das gleiche gilt fiir den
Gleichgewichtsbindungsabstand. Der qualitative Kurvenverlauf fiir die Gesamtenergie des
Elektrons als Funktion des Kernabstandes wird aber richtig wiedergegeben, so daB3 das

Phénomen der chemischen Bindung erkldrt werden kann.

Abb. 5: Abhingigkeit der elektronischen Energie W (ermittelt mit einem eindimensionalen Kastenpotential),

der CoulombabstoBung W), der Kerne und der Gesamtenergie Wg vom Kernabstand R des Systems H2Jr a)

berechnet mit dem Rechteckpotential (NIEDDERER 1987) b) Experimentelle Werte flir die Gesamtenergie des
Molekiils in den ersten beiden Zustdnden (SCHMIDTKE 1987, 130) (Anmerkung zur Skala: 1 atomare Einheit =
27,2 eV; ap = 0,053 nm)

Vergleicht man den Eigenzustand des H,* -Molekiilions mit den Eigenzustinden des Was-

serstoffatoms, so kann die chemische Bindung auf den berechenbaren Energie-gewinn durch
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die stirkere Delokalisierung des Valenzelektrons und die Zunahme der Elektronendichte im
Bereich zwischen den beiden Atomkernen zuriickgefiihrt werden. NIEDDERER ergidnzt die
Modellierung des H,* -Molekiilions noch um ein Modell-potential, das er analytisch aus der
Uberlagerung der Coulombpotentiale beider Kerne HT gewinnt. Diese Modellierung fiihrt zu
einer besser angendherten Verteilung der FElektronendichte und zu einem kiirzeren

Gleichgewichtsbindungsabstand der Kerne.

3.2.4.2. Weitere zweiatomige Molekiile
Die Beschreibung anderer Molekiile wird schwieriger, da der Potentialverlauf nicht nur durch

die als Punktladungen angenommenen Kerne, sondern auch von den ausgedehnten
Ladungsverteilungen der Elektronen bestimmt wird. Eine sinnvolle Beschriankung bei kleinen
Molekiilen ist die auf ein interessierendes Paar von Elektronen, fiir das Poten-tialgleichheit
gegeben ist. Einfachste Systeme sind homonukleare, zweiatomige Molekiile mit einer s-
Bindung (also mit zwei Bindungselektronen), bei denen die Elektronendichte in der
Kernverbindungsachse maximal ist (Beispiele: H2, Cl2, F2). Durch die Simulation wird die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der s-Elektronen entlang der Kernverbin-dungsachse untersucht
und in Verbindung zur Energie gesetzt. Gezeichnet wird immer die y-Funktion, durch deren

Quadrat man die Aufenthaltswahrscheinlichkeit erhalt.

Die Modelle

Beide Atome werden durch gleiche Potentialsenken modelliert, die Simulation mit dem
Kastenpotential ist eine erste Ndherung, bei der nur die Breite der Potentialbarriere zwischen
den Atomen variabel sei. Die Breite der Potentialsenken wird durch den Atom-durchmesser
und die Tiefe durch die potentielle Energie des Bindungselektrons bestimmt.

Die Simulation wird am Beispiel des Chlors exemplarisch vorgefiihrt, um das Prinzip zu
zeigen. Im Ergebnis werden die Eigenfunktionen der ersten beiden Eigenzustinde und die
entsprechenden Energieeigenwerte angegeben. Die Energien weisen allesamt positive
Vorzeichen auf, da der Nullpunkt durch den tiefsten Punkt des Potentialtopfs gebildet wird.
Fiir die anderen Halogene werden stellvertretend fiir die Ergebnisse nur die Energiecigenwerte
angegeben. Dargestellt sind jeweils die ersten beiden Zusténde 44.

Fiir die Modellierung wird der kovalente Atomdurchmesser des Chloratoms im Chlormolekiil
von a = 0,2nm zugrundegelegt. Die Wandhohe des Potentialtopfs wird auf Vo = 10eV
festgelegt. Dabei liegt der Nullpunkt des Potentials auf dem tiefsten Punkt des Potentialtopfs,
so daB alle Potentiale positive Vorzeichen aufweisen. Der Abstand der beiden Atomkerne

wird schrittweise von unendlich tiber 1 nm und 0,4 nm auf den Gleichgewichtsabstand von 0,2

44y Die Simulation wurde mit dem cT-Programm "Quantum Well" von B. SHERWOOD (1987) auf einem Mac
durchgefihrt.
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nm gebracht. Fiir den Gleichgewichtsbindungsabstand erhdlt man einen Potentialtopf der
Breite 2a = 0,4 nm und der Tiefe Vo = 10 eV ohne Potentialbarriere.

Ergebnisse der Modellierung

)

TN 3.4

.41

L) 519 /\
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135
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Abb. 6: Ergebnisse der Simulation mit zwei identischen Einzelpotentialen fiir die beiden
Atome eines Chlormolekiils. Energeieigenwerte E(n) im eV und Eigenfunktionen y(n)
fiir

a) ein Einzelatom

b) zwei Atome im Abstand von 1 nm

¢) zwei Atome im Abstand von 0,4 nm

d) zwei Atome im Abstand von 0,2 nm (Gleichgewichtsabstand der Kerne im
Molekiil)

Man erkennt, da3 bei den weit voneinander entfernten Atomen (Abb. 6.a) nahezu identische
(entartete) Zustinde fiir beide Atome resultieren. Die Energieeigenwere sind identisch und
unterscheiden sich nicht vom Einzelatom, die Eigenfunktionen sind im Bereich beider Atome
praktisch bis auf den Vorzeichenunterschied gleich, so daB3 fiir beide Atome die gleiche
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die Zustinde n=1 und n=2 resultiert. In der klassisch
verbotenen Zone ist nur an den Réndern =zur Potentialsenke eine geringfligige

Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen zu erwarten.
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Bei der Anndherung der Atome (s. Abb. 6.c) wird die Entartung aufgehoben und die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit innerhalb der klassisch verbotenen Zone steigt. Verschwindet
die Potentialbarriere, ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Bindungsmitte maximal beim
bindenden Zustand (n=1) und minimal beim antibindenden Zustand (n=2). Die
Elektronenverteilung ist fiir beide Zustinde symmetrisch, so da sich keine permanenten,
molekularen Dipole ausbilden konnen.

Der Energieeigenwert des molekularen Grundzustands liegt unter dem des Atoms, der des
ersten angeregten Zustands iiber dem Eigenwert des Atoms. Der bindende Zustand ist
energetisch abgesenkt gegeniiber dem Zustand im Atom, er wird im Grundzustand mit zwei
Elektronen besetzt. Der antibindende Zustand bleibt im Grundzustand unbesetzt, weil der
Energieeigenwert gegeniiber dem Atom angehoben ist.

Um die Gesamtenergie des Systems zu erhalten, miite man noch die Coulombterme zu den
berechneten elektronischen Energien addieren. Die wachsende CoulombabstoBBung bei
geringeren Kernabstinden fiihrt dazu, daB sich bei einem bestimmten Kernabstand ein
Energieminimum ausbildet (hierzu s. NIEDDERER 1987). Bei kleineren Kernabstinden kann
auch ein auftretender Elektronenenergiegewinn die stark ansteigende Coulomb-abstoBung nicht
mehr ausgleichen. Bei der Darstellung der Ergebnisse wird - im Gegen-satz zu dem H)™-
Molekiilion - bewuf3t auf die Beriicksichtigung der Colombenergie verzichtet. Im Gegensatz zu
anderen Molekiilen enthdlt das H»™-Molekiilion nur ein einziges - nimlich das zu
untersuchende - Elektron, so dal dort nur die Coulomb-abstoBung zwischen den beiden
Punktladungen der Atomkerne beriicksichtigt werden muf3. Bei allen anderen Molekiilen treten
nicht nur mehr Ladungen auf, die Elektronenladung verteilt sich auch nicht homogen iiber einen
groBeren Raumbereich. Die Berechnung der Coulombenergie wiére deshalb nur entweder relativ
aufwendig zu bewerkstelligen oder nur sehr grob angendhert moglich. Aus diesem Grunde wird
auf ihre Berechnung verzichtet, die numerischen Ergebnisse beschrinken sich auf die elektroni-
schen Energien.

Bei den anderen Halogene findet man geringe - aber charakteristische - Unterschiede zu den
Eigenfunktionen des Chlormolekiils. Die Hohe des Maximums nimmt bei steigendem
Atomdurchmesser ab, da sich die Elektronen {iber einen grofleren Raum verteilen konnen, sinkt
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir den einzelnen Ort. Die Energieeigenwerte sinken
ebenfalls. In der folgenden Tabelle sind fiir die Halogene Chlor, Brom und Jod neben den
Atomdurchmesser a als Grundlage der Modellierung die Energiecigenwerte fiir den
Grundzustand des Atoms (W) und fiir den Grund- und Anregungszustand des Molekiils
(Wwm1 und Wyp2) zusammengefalit. Die Hohe des Potentialtopfs wird einheitlich auf 10 eV
festgesetzt.
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Molekiil ain nm Wa ineV WwMmi ineV Wwm2 in eV
Cl bzw. Clp 0,40 3,41 1,35 5,19
Br bzw. Br) 0,46 2,89 1,10 4,26

I bzw. I» 0,54 2,36 0,85 3,35

Tabelle 5: Daten zur Modellierung und Energieeigenwerte fiir verschiedene Halogene

Auswertung der Ergebnisse
Die Energien des Grundzustands n=1 des Molekiils (Wp1) liegen immer unterhalb der

Energien des Grundzustands n=1 des Atoms (Wja). Dieses Ergebnis der Simulation kann
formal erklart werden: Bedingt durch die doppelte GroBe des Potentialtopfs ist eine geringere
Kriimmung der Eigenfunktion (und damit auch eine niedrigere Energie) nétig, um den
Knotenabstand fiir den Zustand n=1 zu erreichen. Anschaulich kann es iiber die erhdhte
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen in der Mitte zwischen den beiden Atomkernen
erklart werden, die durch das Maximum der Eigenfunktion an dieser Stelle verursacht wird und
die zu einem Stabilitdtsgewinn durch hohe Ladungsdichte zwischen den Atomkernen fiihrt.
Die Energien des Anregungszustinde n=2 der Molekiile (Wp2) liegen immer {iber den
Energien des Grundzustands n=1 des Atoms (Wp). Der Knotenabstand im Molekiil ist
geringer als im Atom, so daf3 eine hohere Kriimmung der Eigenfunktion (und damit eine hohere
Energie) notig ist. Anschaulich kann es {iber die erniedrigte Aufenthaltswahrscheinlichkeit der
Elektronen in der Mitte zwischen den beiden Atom-kernen erkldrt werden, die durch den
Knoten der Eigenfunktion an dieser Stelle verursacht wird und die zu einem Stabilitdtsverlust
durch niedrigere Ladungsdichte zwischen den Atomkernen fiihrt.
Aus den Energien lassen sich die elektronischen Bindungsenergien BE berechnen, die den
Energiegewinn der beiden Bindungselektronen eines Molekiils gegeniiber dem Atom
bezeichnen.

BE =2(W,-W,,)
In der folgenden Aufstellung sind die so berechneten Bindungsenergien den Literaturwerten
gegeniibergestellt. Bei den Literaturwerten handelt es sich nicht um die elektronischen

Bindungsenergie, sondern um experimentell bestimmte Werte.
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Tabelle 6: Bindungsenergien BE(modell) als Ergebnis der Modellierung und Literaturwerte BE(lit) (nach Tabelle
2) fiir verschiedene Halogene

Die durch die Modellierung ermittelten elektronischen Bindungsenergien BE(modell) bei
diesen drei Halogenen sinken vom Chlor iiber Brom zu Jod. Sie sinken in der gleichen
Reihenfolge wie die experimentellen Bindungsenergien BE(lit). Auch ohne Beriicksichtigung
der Coulombenergie kann die unterschiedliche Bindungsenergie erklirt werden. Das Phinomen
der chemischen Bindung kann - wie schon beim Wasserstoff-molekiilion - auf die
Delokalisierung der Elektronen bei der Bildung des Molekiils (im Modell dargestellt durch
groflere Knotenabstidnde der Eigenfunktion) zuriickgefiihrt werden. Diese Delokalisierung ist
nur dann optimal, wenn ein bestimmter Kernabstand vorliegt (im Modell ausgedriickt durch
die Potentialbarriere, die die Potentialtopfe der beiden Einzelatome trennt).

Die Abweichungen der berechneten elektronischen Bindungsenergien von den experimentell
ermittelten konnen aber erklart werden durch die fehlende Beriicksichtigung der
Coulombenergie. Bei Chlor werden die Atomkerne aufgrund des geringeren Abstands
sicherlich eine groBere CoulombabstoBung erfahren als bei Brom und Jod, so dal} es bei einer
Beriicksichtigung der Coulombenergie zu einer entsprechenden Korrektur der elektronischen

Bindungsenergien kidme.

3.2.5 Darstellung der Modellierung heteronuklearer Molekiile
Einfachste heteronukleare Molekiile sind die Halogenwasserstoffe. Sie sind lediglich
zweiatomig und besitzen ein einziges bindendes Elektronenpaar, das seine maximale
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Kernerbindungsachse aufweist. Die Molekiile, die aus
dem kleinsten Atom Wasserstoff und unterschiedlich groen Halogenatomen gebildet werden,
weisen zudem eine ausgepragte Asymmetrie auf, so dal die Unterschiede zu homonuklearen
Molekiilen entsprechend deutlich ausfallen miifiten. Die Modellierung dieser Molekiile wird
analog zu der der entsprechenden homonuklearen Molekiile vorgenommen. Beispielhaft wird

die Modellierung des HCI-Molekiils gezeigt, fiir die anderen Halogenwasserstoffe wird nur das

Ergebnis dargestellt.
Atom / Molekiil BE(modell) in eV BE(lit) in eV
Cl bzw. Cly 4,12 2,51
Br bzw. Bry 3,58 2,00
[ bzw. Ir 3,02 1,56
Die Modelle

Jedes Atom wird durch cine Potentialsenke modelliert, deren Breite dem kovalenten
Atomdurchmesser a entspricht. Die tiefste Stelle des Modellpotentials liegt auf 0 eV, dieser
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Wert wird dem Potential zugeordnet, der den Wirkungsbereich des Chloratoms innerhalb des
HCI-Molekiils charakterisert. Im Wirkungsbereich des H-Atoms innerhalb des HCI-Molekiils
erhoht sich das Potential, so dal} eine Potentialschwelle der Hohe DV auftritt, deren Hohe
durch die Elektronegativitétsdifferenz fiir HCI zu 0,6 eV abgeschétzt wird. Die beiden Rénder

des Potentialtopfs als eher unkritischer Parameter werden einheitlich auf 10 eV festgesetzt.

Ergebnisse der Modellierung

Als Ergebnisse der Simulation sind lediglich fiir die ersten beiden Eigenzustinde die y-

Funktionen und Energieeigenwerte fiir getrennte Atome und das Molekiil dargestellt.

N
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Abb. 7: Ergebnisse der Simulation fiir ein heteronukleares Molekiil am Beispiel des HCIl-Molekiils: Potenti-
alverlauf, W(n) und y(n) fiir a) getrennte Atome, b) Molekiil (Gleichgewichtsabstand der Kerne im
Molekiil)

Das System a), das die getrennten Atome darstellen soll, weist zwei Eigenzustinde auf, die
praktisch den einzelnen Atomen zugeordnet werden konnen. Der Zustand n=1 weist hohe
Funktionswerte der Eigenfunktion praktisch nur im EinfluBbereich des Chlors auf, im Bereich
des Wasserstoffatoms sind die Funktionswerte praktisch Null, er wird dem Atom Chlor
zugeordnet. Der Eigenzustand n=2 weist hohe Funktionswerte der Eigenfunktion praktisch
nur im Bereich des Wasserstoffatoms auf, widhrend die Funktionswerte im Bereich des
Chloratoms praktisch gegen Null gehen, er wird dem Atom Wasserstoff zugeordnet. Der
Zustand n=1 mit einer hohen Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich des Chloratoms ist
energetisch glinstiger als der Zustand n=2 mit einer hohen Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
Bereich des Wasserstoffatoms.

Im System b), das das Molekiil mit dem Gleichgewichtskernabstand darstellen soll, ist der

niedrigste Eigenzustand n=1 energetisch gegeniiber dem Zustand n=1 der getrennten Atome
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abgesenkt, das Maximum der Eigenfunktion liegt nicht symmetrisch in der Mitte des
Molekiils, sondern ist zum Chlor hin verschoben. Auch der molekulare Zustand n=2 ist
energetisch gegeniiber dem Zustand n=2 der getrennten Atome abgesenkt. Wird der niedrigste
Zustand mit den beiden zur Verfligung stehenden Elektronen besetzt (jeweils eines vom
Wasserstoffatom und eines vom Chloratom), so liegt das Molekiil im Grundzustand vor, der
gegeniiber den getrennten Atomen energetisch bevorzugt und der durch eine erhdhte

Elektronendichte zwischen den Atomkernen ausgezeichnet ist.
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Abb. 8: Ergebnisse der Simulation fiir die Molekiile HBr, HI und HF im Vergleich: Potentialverlauf,
W(n) und y(n) fiir die Molekiile (Gleichgewichtsabstand der Kerne im Molekiil)
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Bei den anderen Halogenwasserstoffen findet man wiederum geringe Unterschiede zum
Chlorwasserstoff. Das kleine Fluorwasserstoffmolekiill HF wird aufgrund der hohen
Elektronegativitdtsunterschiede zwischen H und F mit dem am stirksten asymmetrischen
Potentialtopf modelliert. Da im Bereich des tiefen Potentials (Fluorseite) die Eigenfunktion
eine starkere Kriimmung aufweist als im Bereich des hoheren Potentials (Wasserstoffseite), ist
das Maximum der Eigenfunktion nicht mehr symmetrisch in der Mitte des Potentialtopfs,
sondern zum Fluor hin verschoben. Bei Bromwasserstoff und Jodwasserstoff ist die
Asymmetrie des Potentials nur noch schwach, demzufolge ist die Eigenfunktion weniger
asymmetrisch.

In der folgenden Tabelle sind neben dem Atomdurchmesser a der beteiligten Atome und der
Elektronegativitdtsdifferenz DEN als Grundlagen der Modellierung noch einmal die
elektronischen Energieeigenwerte der Grundzustéinde des Molekiils (Wp11) zusammengetalit.

Molekiil a(H) in nm a(Halogen)in | DV =DEN in Wnmi ineV
nm eV
HCl 0,06 0,20 0,6 2,5
HBr 0,06 0,23 0,5 1,8
HI 0,06 0,27 0,3 1,1
HF 0,06 0,13 1,9 3,3

Tabelle 7: Daten zur Modellierung und Energieecigenwerte filir verschiedene Halogenwasserstoffe

Auswertung der Ergebnisse

Die Energie des Grundzustands n=1 des Molekiils HCl (Wy11) liegt unterhalb der Energien der
Grundzustidnde n=1 und n=2 der Atome Chlor und Wasserstoff (s. Abb. 6 zur Modellierung
des HCI-Molekiils). Dieses Ergebnis der Simulation kann formal erkldrt werden: Bedingt durch
die steigende Grofle des Potentialtopfs ist eine geringere Kriimmung der Eigenfunktion (und
damit auch eine niedrigere Energie) ndtig, um den Knotenabstand fiir den Zustand n=1 zu
erreichen. Verglichen mit der Eigenfunktion fiir das Elektron des Chlors in den getrennten
Atomen ist der Unterschied relativ gering, wihrend er fiir die Eigenfunktion des
Wasserstoffelektrons erheblich groBer ist. Das Wasserstoffelektron ist in den getrennten
Atomen sehr viel stirker lokalisiert als in im Molekiil HCI, dieses fiihrt zu einem relativ
groBBen Energiegewinn bei der Bildung des HCl-Molekiils, der insbesondere auf die stdrkere
Delokalisierung des Wasserstoff-elektrons zuriickzufiihren ist.

Die erhohte Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den beiden Atom-kernen
weist thr Maximum nicht genau in der Bindungsmitte, sondern zum Chlor hin verschoben auf.

Dieses flihrt einerseits zu einem Stabilitditsgewinn durch hohe Ladungs-dichte zwischen den
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Atomkernen, andererseits werden die Coulombanziehungen zwischen Atomkern und
Bindungselektronen durch eine Verschiebung des Maximums zum hoéher geladenen und
schlecht abgeschirmten Chloratomkern hin optimiert.
Aus den Energien der Abb. 6a 1aBt sich die elektronische Bindungsenergie BE fiir
Chlorwasserstoff berechnen, die den Energiegewinn der beiden Bindungselektronen bei der
Bildung des Molekiils aus den Atomen bezeichnet. Die Energien der Elektronen in den
getrennten Atomen Wa; (Energie des Chlor-Bindungselektrons) und Wa> (Energie des
Wasserstoff-Bindunbgselektrons) miissen mit der Energie der Elektronen im Molekiil Wy
des nunmehr doppelt besetzten Grundzustands verglichen werden.

BE = (WAI +W,, - 2WM1)
Fiir das Chlorwasserstoffmolekiil betrdgt die so ermittelte elektronische Bindungsenergie 6,9
eV. Wie bei der Modellierung von homonuklearen Molekiilen wird auch hier auf die
Beriicksichtigung der CoulombabstoBung verzichtet, so dal3 sich wiederum die Abweichung
nach oben gegeniiber dem Literaturwert von ca. 4,8 eV erkldrt. Interessant ist aber, da3 die
Bindungsenergie beim Clorwasserstoff sehr viel hoher ist als beim Chlormolekiil (im Modell
4,1 eV, s. Tabelle 6). Dieser hohe Energiegewinn wird weniger durch die verstirkte
Delokalisierung des Chlorelektrons im HCI-Molekiil verursacht, sondern in erster Linie durch
die stark erhohte Delokalisierung des Wasserstoffelektrons und die damit verbundene
Absenkung der elektronischen Energie. Durch dieses Ergebnis kann erkldrt werden, warum
Chlorwasserstoff thermodynamisch stabiler ist als eine Mischung aus Chlor und Wasserstoff.
Diese Mischung reagiert bekanntlich duf3erst heftig schon in Anwesenheit von UV-Licht.
Sollen Chlorwasserstoffmolekiile wieder in Atome gespalten werden, so ist dazu eine hohe
Energie - die Bindungsenergie - nétig. Die Herstellung des "urspriinglichen" Zustands - jedes
Atom bekommt ein Elektron - ist vor allem deshalb schwierig, weil viel Energie aufgewandt
werden muf}, um das Wasserstoffelektron energetisch anzuheben. Neben dieser sogenannten
homolytischen Bindungsspaltung erdffnet sich aber auch die Moglichkeit der heterolytischen
Bindungsspaltung, bei der beide Bindungs-elektronen beim Chlor verbleiben, in der
Modellierung entsprache dieses einem doppelt besetzten Zustand Waj. Als Resultat dieser
Bindungsspaltung wiirde ein negatives Chloridion Cl- und ein positives Wasserstoffion H
entstehen. Beriicksichtigt man also nur die elektronischen Energien, so ist es giinstiger, wenn
beide Elektronen den niedrigstmoglichen Eigenzustand des Chlors annehmen (unsymmetrische
Bindungs-spaltung, die zu Ionen fiihrt). Hebt auch die zusitzliche Coulombabsto3ung
zwischen den beiden Elektronen diesen Energiegewinn nicht auf, so wird das Molekiil eher in
die Tonen H* sowie Cl- spaltbar sein als in die freien Atome H und CI. In der Tat ist beim HCI
die Bildung von Ionen bevorzugt, dieses kann durch die Kenntnis der Eigenzustinde erklart

werden. Fir das Cly-Molekiil ist eine solche asymmetrische Bindungsspaltung nicht

bevorzugt, da die beiden niedrigsten Eigenzustinde des Systems mit getrennten Atomen
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nahezu energetisch entartet sind und bei der Bildung des Ions Cl- eine zusitzliche
Coulombabstofung zwischen den beiden Elektronen auftritt.

Aus der Kenntnis der elektronischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit des HCI-Molekiils im
Grundzustand kann auf einige physikalische Eigenschaften des Stoffes HCI geschlossen
werden. Die asymmetrische Ladungsverteilung fiihrt dazu, da3 das heteronukleare Molekiil ein
permanenter Dipol (mit einem Dipolmoment von m = 1,82) wird, der sich im dufleren elek-
trischen Feld (auch im Feld anderer Dipolmolekiile) ausrichtet. In einem Molekiilverband tritt
ein spontanes Ordnungsbestreben auf, das der thermisch bedingten Unordnung entgegenwirkt.
Hierdurch wird der Siede- und Schmelzpunkt des Stoffes HCI erhoht, die Loslichkeit in
polaren Losungsmitteln steigt.

Vergleicht man die Halogenwasserstoffe, so erhélt man als Ergebnis der Arbeit mit dem
eindimensionalen Potentialtopf, da} die Asymmetrie der Ladungsverteilung im Grund-zustand
von dem GroBenverhiltnis der beteiligten Atome und von der Potentialdifferenz (=> EN-
Differenz) bestimmt wird. Bei diesen heteronuklearen Molekiilen 146t sich besonders gut die
Relevanz der Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir physikalische Eigenschaften von Stoffen
zeigen.

Bei heteronuklearen Bindungspartnern erfahrt das Bindungselektron durch die beiden
Restatome unterschiedliche Coulombanziehungen, auch wenn der positive Ladungs-iiberschuf3
bei beiden Bindungspartnern gleich ist. Aufgrund der Ladungsverteilung (Atomkern und
andere Elektronen) ist die auf das Bindungselektron wirkende Coulombanziehung beim
ausgedehnteren Jodatom geringer als beim Fluoratom. Die Ungleichverteilung der elektrischen
Ladung nimmt mit abnehmender EN-Differenz und steigendem Atomradius vom HF zum HJ
hin ab (s. Abb. 7), so daB3 auch das permanente elektrische Dipolmoment der Molekiile
abnimmt. Die experimentellen Daten zum Dipolmoment sind konsistent mit den Ergebnissen
der Modellierung (s. Tabelle 2). Damit lassen sich - wie in 3.2.1. dargestellt - die
verschiedenen ~ makroskopischen  Stoff-eigenschaften  Siedepunkt, = Schmelzpunkt,
Verdampfungsenthalpie, Viskositét erklédren.

3.3. Der Potentialtopfansatz im Vergleich mit Ansitzen zur chemischen Bindung
aus dem Chemieunterricht

Der Modellansatz "Potentialtopf" unterscheidet sich von seiner Herangehensweise sehr stark
von den im Chemieunterricht der SII {iblichen Modellen zur Erkldrung des Phénomens
chemische Bindung und zur Erkldrung von Molekiilen. Da sich fiir den Chemieunterricht in
den letzten Jahren ein relativ einheitlicher Modellansatz durchgesetzt hat, der sich soll dieser

im folgenden zundchst dargestellt werden.
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3.3.1. Das ElektronenpaarabstoBungsmodell als Molekiilmodell fiir den Chemieunterricht
Im Chemieunterricht der Sekundarstufe II sind Orbitalmodelle von der Art des Elektronen-

Paar-Abstoflungsmodells (EPA-Modell) sehr weit verbreitet 45. Eng damit verbunden ist das
Kugelwolkenmodell, dessen Einfiihrung im Chemieunterricht in den siebziger Jahren besonders
stark von CHRISTEN forciert wurde. (CHRISTEN 1970, 1975, 1977). Diese Modelle praktisch
eine Weiterentwicklung des Lewis-Konzepts von Atomen und Molekiilen dar, dessen
Grundlage die Oktettregel ist, die besagt, daB dann stabile (Hauptgruppen-)Atome und
Molekiile vorliegen, wenn jedes Atom acht Bindungs-elektronen aufweist, die vier
Elektronenpaare bilden. Es wird dabei unterschieden zwischen freien Elektronenpaaren, die
nur einem Atom zugeordnet werden und bindenden Elektronenpaaren, die als gemeinsame
Elektronenpaare zwei Atome verbinden. Im EPA-Modell wird dieses Konzept erweitert:
Jedem Elektronenpaar wird ein bestimmter Raumbereich zugeordnet, in dem es sich aufhalten
kann, dieser Bereich wird Orbital genannt. Vier Orbitale einer vollbesetzten Achterschale
ordnen sich aufgrund der gegenseitigen elektrostatischen AbstoBung tetraedrisch um den
Atomrumpf an. Wenn andere Elektronenzahlen am Einzelatom auftreten, dndert sich die
Geometrie des Molekiils, die durch die gegenseitige AbstoBung der Elektronenpaare bestimmt
wird.

Im Kugelwolkenmodell wird den einzelnen Elektronenpaaren ein kugeliger Raum zugeordnet,
in dem sie sich aufhalten konnen, dieser Raum wird Kugelwolke oder Elektronenwolke
genannt. Im ElektronenpaarabstoBungs-Modell sieht dieser Raum &hnlich wie die bekannten
Hantelformen der p-Atomorbitale aus - allerdings nur jeweils eine Hélfte dieser Hantel. 46
Mithilfe des Begriffs der Elektronegativitit wird die Verschiebung der Bindungselektronen
innerhalb eines Orbitals erkldrt, so dal bei Beachtung der Geometrie des Molekiils
Vorhersagen zur Polaritit auch mehratomiger Molekiile gemacht werden konnen.

Das EPA-Modell ist ein Modell, daB3 die geometrische Struktur von einfachen Molekiilen
erkldren kann und einen direkten Bezug zu Strukturformeln erkennen 14Bt. Auf der Basis der
(zweidimensionalen) Strukturformel 148t sich mit dem EPA-Modell die dreidimensionale
geometrische Struktur vorhersagen. Mit darauf abgestimmten Modellbaukésten 148t sich fast
jedes Molekiil als Strukturmodell nachbauen. Das Strukturmodell gibt die Lage der Atomkerne
befriedigend wieder, aufgrund der lokalisierten Bindungen kann die Verteilung der
Elektronendichte bei Molekiilen mit Einfachbindungen oder lokalisierten Mehrfachbindungen
in Verbindung mit der Elektronegativitét befriedigend vorhergesagt werden.

Insbesondere in der sehr strukturorientierten organischen Chemie, wo die rdumliche Isomerie

von Molekiilen von groBer Bedeutung ist, kann mit dem EPA-Modell viel erklidrt und

45Im englischen Sprachgerauch wird dieses auf Gillespie zuriickgehende Modell als VSEPR-
Modell bezeichnet (Valence-shell-electron-pair-repulsion)

46 Zu den Grundlagen des Kugelwolkenmodells s. CHRISTEN (1970), zu den Grundlagen des
EPA-Modells s. CORDES (1975)
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veranschaulicht werden. Es ist zwar ein eingeschrinktes Modell zur Beschreibung von
Molekiilen, das insbesondere bei aromatischen Systemen mit Mehrfachbindungen bzw.
delokalisierten Elektronen versagt. Bei den Aromaten kann weder die geometrische Struktur
der Atomkerne noch die elektronische Struktur nur schlecht mit lokalisierten Elektronenpaaren
erklart werden, die sich so ausrichten, daf} es zur maximalen AbstoBung kommt. Hierfiir sind
dann weiterfiilhrende Atommodelle notig.

Sieht man das EPA-Modell als ein rein chemisches Modell zur Beschreibung der geome-
trischen Struktur von Molekiilen, so ist der Bezug zur Quantenphysik der relativ groBe
Raumbedarf der Elektronen aufgrund der Nichtlokalisierbarkeit. Zur Verteilung der
Raumladung der Elektronen innerhalb eines Orbitals oder einer Elektronenwolke werden in den
Chemiebiichern bei der Vorstellung des EPA-Modells oft keine Aussagen gemacht: Nachdem
fiir das Wasserstoffatom die Aufenthaltswahrscheinlichkeit als Quadrat der Wellenfunktion
eingeflihrt wird, postuliert man beim EPA-Modell den Raumbedarf von Elektronenparen ohne
weitere Begriindung (JAECKEL, RISCH 1988, S.32f.). Diese Elektronenpaare werden oft als
Elektronenwolke bezeichnet, um die Polarisierbarkeit von Molekiilen iiber die
Verschiebbarkeit der Ladung zu erkldren ( AMANN et.al. 1990, S.72).

Teilweise wird in den Schulbiichern versucht, einen Bezug zwischen dem EPA-Modell fiir
Atome innerhalb eines Molekiils und dem Orbitalmodell fiir freie Atome herzustellen. Den
Versuch der ansatzweisen Herleitung oder Begriindung des EPA-Modells aus einem
Atomorbitalmodell will ich anhand eines typischen S II- Schulbuchs (AMANN et.al 1979) kurz
darstellen. Amann fiihrt nach einer Betrachtung zur Wellennatur von Elektronen und der
Wabhrscheinlichkeitsdichte von Elektronen als Konsequenz der Wellennatur der Elektronen
zunédchst das Orbitalmodell fiir Atome ein. Zur Veranschaulichung greift er aus ein- und
zweidimensionale stehende mechanische Wellen zuriick und definiert ein Orbital als rdumliche
Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons (a.a.0., S.57). Réumliche
Zeichnungen der Orbitale werden nur flir das Wasserstoffatom angegeben, die Besetzung der
Orbitale aller anderen Atome wird analog zum Wasserstoffatom anhand des Periodensystems
dargestellt. Die chemische Bindung wird mit einem LCAO-MO-Ansatz fiir das
Wasserstoffmolekiil exemplarisch erkldrt, als weiteres zweiatomiges Molekiil wird das
Fluormolekiil mit dem MO-Ansatz beschreiben. Fiir andere zwei- und mehratomige Molekiile
wird vergleichend der VB-Ansatz mit der Hybridisierung von Atomorbitalen dargestellt. Im
Anschlufl daran wird das EPA-Modell als das Modell, mit dem im Folgenden gearbeitet
werden soll, vorgestellt. Eine Begriindung iiber das MO- oder VB-Modell erfolgt nicht,
allerdings sind die Bilder der Orbitale bei der VB- und der EPA-Darstellung fast identisch, so
dafl dem Schiiler nahegelegt wird, das EPA-Modell sei eine vereinfachte Fassung des VB-
Ansatzes fiir den téglichen Gebrauch. Das EPA-Modell wird beschreibend eingefiihrt (a.a.O.,

S.70), die Anwendung an einigen Beispielen demonstriert.
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Im Rahmen einer solchen Einfiihrung werden nicht nur zwei grundsétzlich verschiedene
Konzepte zur Beschreibung von Molekiilen - wie es das VB- und MO-Konzept sind -,
sondern auch noch die Hybridisierung dargestellt. Der Unterschied zwischen dem VB- und
dem MO-Ansatz wird Chemieschiilern anhand des gewdhlten Beispiels F, sicher nicht
auffallen, der Bezug zu dem EPA-Ansatz, mit dem nachher gearbeitet wird, ist nur schwer zu
erkennen.

Stellt man einen Bezug zu quantenchemisch relevanten Molekiilkonzepten her, so ist das
EPA-Modell am ehesten mit dem VB-Ansatz in Verbindung zu bringen, der mit lokalisierten
Elektronenpaaren arbeitet. Die raumliche Struktur der bindenden Elektronen folgt im Rahmen
des VB-Modells erst aus einer Variations- oder Stérungsrechnung und fithrt bei jedem
Molekiil zu anderen Bindungswinkeln und Bindungslingen, wobei allerdings strukturell
dhnliche Molekiile dhnliche Bindungswinkel und -lingen aufweisen. Mit dem EPA-Modell
wird eine Reduktion auf die gegenseitige AbstoBung der rdumlich ausgedehnten Orbitale oder
Elektronenwolken vorgenommen. Bindungsldngen und Bindungswinkel werden bei gleichen
Bindungspartnern in strukturell @hnlicher Umgebung (z.B. Einfach- oder Doppelbindung
zwischen Kohlenstoff und Sauerstoff) als konstant angesehen. Im Rahmen der spiteren
Anwendung des EPA-Modells wird daneben auf die Verteilung der Elektronendichte innerhalb
einer Elektronenwolke, die durch die Elektronegativititsdifferenz der Bindungspartner
bestimmt wird, zuriickgegriffen.

Verfolgt man die sehr komprimierte und theoriegeladenen Darstellung zur quantenme-
chanischen Begriindung eines Strukturmodells, das nachher im Laufe der Anwendung des
Modells nicht wieder auf die Quantenmechanik zurtickgreift, so mu3 man Zweifel an dem Sinn
einer solchen Vorgehensweise bekommen. Das EPA-Modell hat sicherlich zu Recht seinen
Platz im Chemieunterricht erobert, weil es der sehr strukturorientierten Denkweise der
Chemie entspricht und eine enge Beziehung zwischen der Strukturfomel eines Molekiils und
dem anschaulichen Modell eines Molekiils herstellt. Ob eine Begriindung des Modellansatzes
iiber die VB-Theorie notwendig ist oder ob man direkt von dem quantenmechanischen
Atommodell (AO-Modell) als Modell fiir freie Atome zum EPA-Modell als Modell fiir
Atome als Bausteine eines Molekiils iibergeht, ist eine Frage, die z.B. von Tausch (TAUSCH
(1982) S.226ft.) diskutiert wird. Er spricht sich gegen eine Herleitung der chemischen Modelle
aus der Physik aus, da sich die Chemie nicht auf Physik reduzieren 148t. Der Begriffsapparat
der Chemie 146t sich nicht im einzelnen aus der Physik herleiten, so daB3 es in chemischen
Modellen viele origindr chemische Fakten und Begriffe gibt, die nur durch chemische
Erfahrung, nicht aber durch die Physik begriindbar ist. Insofern besteht nicht die
Notwendigkeit, jedes chemische Atom- bzw. Molekiilmodell aus der Physik abzuleiten.
Aufgrund der vielfiltigen Ansidtze, die in der Wissenschaft Quantenchemie géngig sind und
alternativ je nach Problemlage benutzt werden, bestehen kaum Bedenken, im Chemieunterricht
das EPA-Modell als didaktisches Modell fiir Atome als Molekiil-bausteine einzufithren, das
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fiir einen strukturorientierten Chemieunterricht die makro-skopischen Stoffeigenschaften {iber
die Struktur von Molekiilen erklirt. Historisch wurde das EPA-Modell fiir Schiiler nicht aus
einer anderen Néherung abgeleitet und erklért, sondern wurde mit dem Coulombgesetz als
Grundlage, erginzt um das Unbestimmtheits- und das Pauliprinzip eingefithrt (CHRISTEN
1970).

Die Strukturbestimmung mit dem EPA-Modell orientiert sich an der chemischen Erfahrung,
die nicht nur den Giiltigkeitsbereich des Regelwerks festlegt, sondern auch Regeln fiir die
erlaubten Bindungen innerhalb eines Molekiils gibt. Eine quantenmechanisch fundierte
Einfiihrung und Begriindung des EPA-Modells beansprucht nicht nur sehr viel Zeit und wére
sehr theoriegeladen, sie wiirde wegen der vielen Regeln fiir erlaubte und nicht erlaubte
Verkniipfungen, wegen der vielen Einschrinkungen der Giiltigkeit eher unbefriedigend sein.
Fiir einen anwendungsorientierten Quantenphysik-unterricht kann die begriindete Einfiihrung
eines Atommodells zur Erklarung der raumlichen und elektronischen Struktur von Molekiilen
(wie es das EPA-Modell ist) nicht das Ziel sein.

Diese schon klassische Zuarbeit des Physikunterrichts fiir den Chemieunterricht ist zudem
inzwischen von der Zeit liberholt. Durch das Kurssystem der GyO kann man nicht mehr
arbeitsteilig in einem Fach die Grundlagen vermitteln, die man fiir die Anwendung in einem
zweiten Fach benotigt. 47 Ebenso wie die Chemie ihre Atom- und Molekiil-modelle selbst
einfiihren und begriinden muf}, kann und muf3 die Physik die Anwendungen aus dem eigenen
Fach heraus gestalten. Strukturorientierte Orbitalmodelle im weitesten Sinne sind fiir die
Chemie wichtig, nicht aber zur Illustration und als Anwendung wesentlicher Ideen der
Quantenphysik. Die Stabiltitdit von Molekiilen, die elektronischen Eigenzustinde eines
Molekiils und ihr Einflul auf Stoffeigenschaften lassen sich auch aus der Quantenphysik
heraus erkldren. So kann eine Basis geschaffen werden fiir das Verstdndnis der verschiedensten
Modellansédtze zu Atombau und chemischer Bindung. Indem man sich ablost von einem
bestimmten Atom- bzw. Molekiilmodellansatz und Atome und Molekiile ganz abstrakt als
Systeme betrachtet, die aus Atomkernen und gebundenen Elektronen aufgebaut sind, wird der
Unterschied zwischen einer chemischen und einer physikalischen Betrachtungsweise dieser
Systeme betont. Das Phidnomen chemische Bindung und die rdumliche Verteilung der Kerne
und Elektronen (als Kennzeichen der rdumlichen Struktur eines Molekiils) erscheinen als
Konsequenz einer quantenphysikalischen Betrachtung.

Der Potentialtopfansatz betont das Verhalten von Elektronen in einem System. In dem
System Molekiil sorgt der EinfluB der Protonen dafiir, dal der Raum der groften

Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Elektronen beschriankt ist - sie sind verantwortlich fiir den

47 In dem klassischen Schulbuch "Physik, Band 2 12/13" von W. Kuhn (KUHN 1990, S. 428
ff.) ist ein Schwerpunkt des Kapitels "Elektronen in Kraftfeldern" die Einfuhrung eines
wellenmechanischen Atommodells fur Wasserstoff, mit dem aber nicht weiter gearbeitet wird.
Es werden allerdings auch andere schone Beispiele fur gebundene Elektronen wie Farbzentren,
das Rastertunnelmikroskop und Festkorper mit dem Potentialtopfansatz behandelt.
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"Potentialtopf”, in dem sich die Elektronen verteilen koénnen und bestimmte Energien
einnehmen konnen. In der hier dargestellten einfachen Form macht der Potential-topfansatz
Anleihen bei baukastenartigen chemischen Molekiilmodellen, indem der Potentialverlauf
innerhalb eines Molekiils baukastenmiflig aus einer Aneinanderreihung der Potentiale
innerhalb der Atome zusammengesetzt wird. Es leitet iber zu chemischen Modellen, indem
die Bedingungen aufgezeigt werden, unter denen Elektronen in der Umgebung von Atomkernen
lokalisierbar sind oder unter denen Elektronen in einem Molekiil delokaliserbar sind.
Zusammenfassend konnen die Stirken einer Anwendung des linearen Potentialtopfs eher in
einer Relativierung der chemischen Sichtweise von Molekiilen gesehen werden. Die Be-
schreibung der Molekiile durch einen eindimensionalen Potentialtopf ist nur in ausgewdihlten
Féllen sinnvoll und kann eher allgemeine Erkenntnisse iiber die Beziehung zwischen
makroskopischen Phdnomenen und der Struktur des Mikrosystems Molekiil ermoglichen.
Damit kann und soll der Potentialtopfansatz nicht die chemisch orientierte Behandlung der
Molekiile ersetzen, er kann aber helfen, eine Briicke zwischen der Quantenphysik und der
Chemie herzustellen, indem sich das Konzept "Quantenphysik" bei der Klidrung chemischer
Fragestellungen bewdhrt.
Der Energiegewinn (Bindungsenergie) bei der Bildung von Molekiilen wird weitgehend auf die
zunehmende Delokalisierung der Bindungselektronen zuriickgefiihrt, was noch deutlicher
wirde, sobald man z.B. Aromaten mit einbezieht. Die leichte "Verschieb-barkeit" der
elektrischen Ladung innerhalb eines Molekiils wird auf den Verlauf des Potentials
zuriickgefiihrt. Es wird deutlich, da3 beide Aspekte - Energieeigenwert und Eigenfunktion -
eines Eigenzustands von Elektronen die physikalischen und chemischen Eigenschaften des
Mikrosystems Molekiil und damit die makroskopischen Stoff-eigenschaften beeinflussen. Die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit als Kalkiil tragt somit zum Verstdndnis von Stoffeigenschaften
bei.
Die chemische Bindung ist ein Beispiel, um die Aspekte Energieeigenwert und Aufent-
haltswahrscheinlichkeit von Elektronen in ihrer Verknlipfung zu =zeigen. Mit dem
Potentialtopfansatz kann als Ursache fiir die Bindung gedeutet werden, daf3
- der Energieeigenwert des Elektrons im bindenden Zustand des Molekiils gegeniiber dem
des Einzelatoms abgesenkt ist;
- die Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen den Kernen erhdht wird.
Die numerischen Ergebnisse flir die Bindungsenergien folgen im wesentlichen den expe-
rimentellen Werten, indem die Reihenfolge der Werte bei struktruell dhnlichen Molekiilen
widergegeben wird. Die Absolutwerte zeigen dagegen relativ groe Abweichungen. Fiir die
Schule sind die Anforderungen allerdings verschieden von denen der Fachwissen-schaft. Es
kommt nicht darauf an, numerisch gute Ergebnisse zu erzielen, das Verfahren muf3 vielmehr
durchsichtig sein und sollte einen Erkldrungswert besitzen. Es sollte das Prinzip der

chemischen Bindung erkldren und sollte Vorhersagen zu verschiedenen Bindungstypen
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erlauben (wie: polare und unpolare Atombindung, Ionenbindung), da die Bindungstypen die
chemischen und physikalischen Eigenschaften der Stoffe maligeblich bestimmen. Dieses 143t
sich mit dem Potentialtopfansatz auch schon mit einfachsten Modellen erreichen.

Es muf} abschlieBend betont werden, dall die Behandlung von Atomen und Molekiilen mit dem
Potentialtopfansatz keine Alternative darstellt zu den verwendeten Modellen des
Chemieunterrichts. Er kann allerdings zu einem besseren Verstindnis dieser chemischen
Modelle fiihren, indem es grundlegende Erkenntnisse iiber das Verhalten gebundener
Elektronen und die Auswirkung der Eigenzustinde von Bindungselektronen auf Eignschaften
des Mokrosystems Molekiil ermdglicht. Der Potentialtopfansatz bleibt nicht bei freien
Atomen stehen, sondern vermittelt Einsichten in das Wesen der chemischen Bindung und iiber
den Zusammenhang zwischen Struktur und Eigenschatft.

Gewohnungsbediirftig - besonders fiir Lehrer - ist sicher die ungewohnte Sichtweise von
Molekiilen. Die beschrinkte Auswahl von Molekiilen , die fiir diesen Ansatz in Frage
kommen, ist nicht unbedingt ein Nachteil, da nur exemplarisch der Unterschied zwischen
Atom und Molekiil sowie zwischen verschiedenen Molekiilen gezeigt werden soll. Die
Auswahl der zu untersuchenden Elektronen innerhalb eines Molekiils ist bei den untersuchten
Molekiilen zwar leicht nachvollziehbar, aber nicht ganz ohne Willkiir. Wenn man die Zahl der
zu untersuchenden FElektronen in verschiedenen Zustinden vergroBert, wird der
Einelektronenansatz mit dem gleichen Potential fiir alle Elektronen problematisch, so da3 sich
schon alleine aus diesem Grund die niedrige Zahl der zu untersuchenden Elektronen bei kleinen
Molekiilen erklart.
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4 Festkorper
4.1. Beispielhafte Darstellungen in Hochschullehrbiichern zur Physik und Chemie )
4.1.1. Das Modell des freien Elektronengases fiir Metalle

Eine Finfilhrung in die elektronischen FEigenschaften geschieht anhand des freien

Elektronengases der Metalle (KITTEL, S. 160ff.). Das in der klassischen Physik verwurzelte

Elektronengasmodell ist begriindet durch die relativ lange freie mittlere Wegldnge der

Valenzelektronen in Metallen. Besonders bei Alkalimetallen nehmen die Atomriimpfe mit

thren festgebundenen Elektronen nur einen Bruchteil des Gesamtvolumens ein, fiir Natrium

gibt Kittel 15% des Volumens an. Durch das periodische Potential werde die Beweglichkeit

der Elektronen bei Metallen nur wenig eingeschriankt. Die Quantenmechanik wird durch die

Schrodingergleichung zur Charakterisierung der erlaubten Zustdnde und das Pauli-Prinzip bei

der Besetzung der erlaubten Zusténde berticksichtigt.

Kittel fiihrt die Losung der stationdren Schrédingergleichung fiir ein eindimensionales Potential

mit unendlich hohen Wianden vor. Bei dem Ansatz handelt es sich um eine Anwendung des

einfachen Potentialtopfmodells auf relativ grole Systeme, bei denen der Abstand der einzelnen

Atome klein gegen die Abmessungen des Gesamtsystems ist. Modellsubstanzen wiren

sogenannte eindimensionale Metalle, wobei es sich um ein lineares Geriist z.B. von

Kohlenstoffatomen handelt, die §-Elektronen zur Verfligung stellen.

Bei der Modellierung geht man von folgenden Voraussetzungen aus:

- Es werden nur die Valenzelektronen betrachtet, die an der elektrischen Leitung beteiligt sind
(Leitungselektronen), das sind entweder ein oder zwei Elektron pro Atom, also N oder
2N Elektronen bei N Atomen .

- Wechselwirkungen zwischen Elektronen und Riimpfen (= Gitterionen) bleiben
unberticksichtigt ebenso wie Elektron-Elektron-Wechselwirkungen. Die potentielle
Energie innerhalb des Metalls wird also als const. = 0 angenommen.

- Es wird ein eindimensionales Metall angenommen: Bewegung ist nur in x-Richtung in einem
Kasten der Liange L = N~ao moglich. Die Grenze wird durch einen ¢ hohen Potentialwall
gesetzt.

Die Energieeigenwerte berechnen sich nach der Formel

n?
" 8ml

Bei der Rechnung erhdlt man ein Band von n=N/2 Energieeigenwerten, die im niedrigen

Bereich sehr dicht beeinander liegen und zu hoheren Energien hin weiter voneinander entfernt

48 Als weit verbreitetes Lehrbuch zur Festkorperphysik soll Charles KITTEL: Einfihrung in die
Festkorperphysik, Miinchen 1988 herangezogen werden. Die Darstellungen werden punktuell aus anderen
Quellen ergénzt.
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sind. Bei dem einfachsten eindimensionalen Ansatz wird schon deutlich, dal3 sich bei
makroskopischen Abmessungen eine nahezu kontinuierliche Energieverteilung ergibt. Es wird
aber nicht klar, warum Bandliicken entstehen - hierzu mull man das periodische Potential der
Gitterbausteine beriicksichtigen. Die Besetzung der Zustinde geschieht nach dem
Pauliprinzip, wobei groBer Wert auf den Elektronenspin gelegt wird, der in den folgenden
Abschnitten eine grof3e Rolle spielt.

Man kann schon fiir das eindimensionale Problem die Fermienergie in schoner und einfacher
Weise erkldren. Die Fermienergie entspricht der Energie des hochsten besetzten Zustandes bei
T = 0 K. Man kann eine Grenzbetrachtung anstellen, um diese Energie zu gewinnen: Wird die
Kettenldnge L verdoppelt, so verdoppelt sich auch die Zahl der besetzten Zustinde n. Der
Quotient N/L und damit auch der Quotient der Quadrate lduft gegen einen Grenzwert. Der
Quotient N/L wird als Elektronendichte des eindimensionalen Metalls bezeichnet. Folge: Je
hoher die Elektronendichte, desto hoher die Fermienergie. Oder: Die Fermienergie kann direkt
aus der Ladungstragerkonzentration (iiber die Zahl der Leitungselektronen pro Atom, Dichte
und Atommasse) bestimmt werden. Hierzu mufl allerdings die ganze Argumentation auf 3
Dimensionen iibertragen werden.

Es wird ein kubischer Potentialkasten des Volumens V und der Kantenldnge L angenommen.

49) Die Variablen x, y und z sind separierbar. Der Impuls ist gequantelt

pz _ pz +p2 +p2 =h_2(n2 it nz)
n ny ny n; 4L2 X y z
Entsprechend ergibt sich ein gequantelter Term fiir die kinetische Energie.

2 2
h
W =&==

kin

(n2 +nl + nz)
2 )
2m  8m L " 7 ¢

Der hochste besetzte Zustand ist der mit n=N/2, ihm ist eine Fermienergie EF und der

Fermiimpuls zugeordnet:

_ L
2m
Jeder besetzte Energieeigenwert liegt tiefer : Wiin £W

F
F > Somit ist auch der Impuls ]pn|£\pF|.
Es muB jetzt ermittelt werden, welche Kombinationen von n, ny und n_ zu kleinstmdglichen
Impulsen oder Energieecigenwerten fiihren, so dal die Summe der Energieeigenwerte minimal
ist. Setzt man in die obige Impulsungleichung ein und formt etwas um, so erhélt man

2, P4

2 2 <
n, +l’ly +n =

b4 h2

49 Herleitung nach G. BANG, H. LOCHHAAS, H. PAGNIA (1981): Festkorperphysik, Reihe
Studienbiicher Physik, Diesterweg Verlag, Frankfurt
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Diese Gleichung hat Ahnlichkeit mit einer Ungleichung, die simtliche Punkte im Inneren und

auf der Schale einer Kugel beschreibt

X +y2+z2£12 (2)
Auch hierbei handelt es sich um die Losung eines Minimierungsproblems: man sucht die
Zahlentripel x, y und z, die zu einem kleinstmoglichen Radius fiihren, alle moglichen Punkte
liegen innerhalb einer Kugelschale mit dem Radius r. Da bei dem quantenmechanischen
Problem nur positive Werte fiir n sind, mu3 man als Analogie lediglich eine Achtelkugel

heranziehen mit dem Volumen:

V=18 143) (3)
Baut man die Achtelkugel aus Einheitszellen des Volumens 1 auf, so ist V gleich der Anzahl
der erlaubten Zustdnde (Zahlentripel). Hierzu setzt man die rechten Seiten von Gl. (1) und (2)

gleich und setzt den Wert fiir r in die Volumengleichung der Kugel (3) ein

Z=N2=49L° p, 317"

Z wird hier gleich N/2 gesetzt, da jeder Zustand doppelt besetzt ist. Formt man die Gleichung
nach Pp um, so erhdlt man

1/3
Pp = (h/L) (3N/8Y)
und setzt in die Gleichung fiir die Fermienergie ein, so erhdlt man fiir die Fermienergie

W = (h24mL2) 3 N 12

Den Term N/L3 kann man als NE (Elektronendichte) bezeichnen,so dall man erhilt

Wy, = (h2/4m) 3 N 7H??

Man erkennt, dafl die Hohe der Fermienergie nur von der Elektronendichte abhéngt. Eine hohe
Elektronendichte bedeuted auch eine hohe Fermienergie und damit leichte lonisierbarkeit.

Ein weiteres Kennzeichen ist die Zustandsdichte, d.h. die Verteilung der Zustéinde innerhalb
des Bandes. Erlaubt ist jede Kombination, die die Bedingung in GI. 1 erfiillt. Wegen der hohen
Abmessungen und der hohen Elektronenzahl gibt es eine sehr grole Anzahl von Zustinden,
die sehr dicht beeinander liegen, so dafl es gerechtfertigt ist, von einem Energieband zu
sprechen. Innerhalb des Bandes sind die Zusténde allerdings nicht gleichverteilt.

Die bisher dargestellte Verteilung der Energien auf die Energieniveaus ist lediglich fiir den
Grundzustand giiltig, der bei O K realisiert ist. Wegen der geringen Abstinde Energieniveaus

(_10'4OeV) ist schon bei sehr geringen Temperaturen eine Anregung in hohere Energieniveaus
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moglich, sofern noch freie Niveaus vorhanden sind. W = 3/2 k T ist zwar klein gegen die
Bandbreite, jedoch konnen Elektronen aus den oberen besetzten Energieniveaus heraus
angeregt werden, so dal} Zustéinde oberhalb der Fermienergie besetzt werden konnen. Je hoher
die Temperatur ist, desto stirker ist dies der Fall.

Kittel fiihrt die Herleitung iiber den Wellenvektor k vor, wobei zu jedem positiven
Wellenvektor kX . auch der Wellenvektor -k existiert. Die Konsequenz ist, dafl die

berechneten Impulse und Geschwindigkeiten richtungsabhingig werden: Elektronen besitzen
Geschwindigkeit und Impuls, die sich nur im Vorzeichen unterscheiden. Die Energie (in
diesem Fall nur kinetische Energie) ist fiir solche Zustinde gleich. Stellt man die besetzten
Zustinde in Abhidngigkeit von k nun im Dreidimensionalen graphisch dar, so erhédlt man eine
komplette Fermikugel fiir das System im Grundzustand. Energetisch entartete Zustéinde liegen
in verschiedenen Segmenten des k-Raums, man hat keine Zustinde mehr, die sich in mehr als
der Spinquantenzahl unterscheiden. Anschlieend wird die Zustandsdichte in Abhingigkeit
von der Temperatur untersucht.

Ein solcher einfacher Ansatz kann das elektronische Verhalten von Metallen schon weitgehend
erkliren, da die Besetzunggrenze innerhalb eines Bandes oder im Uberlappungsbereich zweier
Bénder liegt. Es kann das chemische Potential (oder Austrittsarbeit) eines Metalls und
gleichzeitig die Kontaktspannung bei der Beriihrung zweier Metalle ermittelt werden (Tabelle
1, S.168 KITTEL). Auch das thermische Verhalten der Metalle (spezifische Wéarme) und der
EinfluB3 von E- und B-Feldern kann erklirt werden (KITTEL, 176 ft.).

Man kann einfache Potentialtopfe mit endlich hohen Winden benutzen, um die Austrittsarbeit
und Kontaktspannung zu erklidren. Die Potentialtopthohe ergibt sich aus der Addition von
Fermienergie und Austrittsarbeit. Das Potential wird gleich Null fiir freie Elektronen gesetzt.
Beim Kontakt zweier Metalle a und b flieBen solange Elektronen von a zu b (oder umgekehrt),
bis beide Fermienergieniveaus gleich sind.

Bei dem EinfluB3 der E- und B-Felder zeigt sich der Vorteil der Quantisierungsbedingungen
iiber den Wellenvektor k, mit dem sich der gerichtete Ladungstransport beschreiben 1483t: Ohne
duBere Felder liegt keine gerichtete Bewegung der Ladung vor, da zu jedem Wellenvektor k
auch ein Wert -k existiert. Durch dufere Felder wird k um einen bestimmten Betrag dk in eine
Richtung geiindert. Diese Anderung 4Bt sich klassisch durch die Kraft auf eine bewegte
Ladung beschreiben. Uber die entsprechenden Rechnungen wird das Ohmsche Gesetz
(Wirkung eines E-Feldes) und der Halleffekt (Wirkung eines B-Feldes) hergeleitet. Die
Quantisierung iibt wegen der hohen Ladungsdichte kaum noch eine Einschrinkung auf die
moglichen Energiewerte aus, so daBl sie hier nicht mehr diskutiert wird. Parallel zur
elektrischen Leitfahigkeit wird die thermische Leitfdhigkeit behandelt, bei beiden Phinomenen

sind die Streuprozesse von Elektronen bzw. Elektronen und Phononen mit dem Gitter zentral.
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4.1.2.Elektronen in einem periodischen Potential

Der nichste Schritt nach der Betrachtung eines fast freien Elektrons, dem nur durch die
Grenzen des Metallkristalls Beschrinkungen auferlegt werden, ist die Beriicksichtigung der
Kristallstruktur in  geeigneter =~ Weise. Bei einem realen Kristall ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Nihe der Kristallionen hoher als durch das Modell des
fast freien Elektrons vorhergesagt. Gleichzeitig verteilen sich die Energieeigenwerte bei einm
ausgedehnten Kristall nicht quasikontinuierlich, sondern es treten ausgedehnte Bereiche auf, in
denen keine Energieeigenwerte existieren.

Durch Rontgenemission wird die Existenz der Energiebidnder nachgewiesen. Bei freien Atomen
existiert ein scharfes Emissionsspektrum, das durch den Riickfall eines Elektrons auf die K-
Schale verursacht wird. Bei Festkorpern ist das Elektron in ein Band hinein angeregt worden
und fillt dann auf ein scharfes Energieniveau zuriick. Im Spektrum tritt die erwartete
Bandenverbreiterung mit einer kleinen Flanke an der kurzwelligen Kante, verursacht durch
Elektronen oberhalb der Fermienergie, auf. Eine langwellige Kante ist nicht vorhanden, da noch
andere niederenergetische Rekombinationen ablaufen.

Das Modells des fast freien Elektrons kann erweitert werden, indem die Besonderheiten des
Gitters auf das Potential zuriickgefiihrt werden, das Elektronen an verschiedenen Stellen des
Gitters erfahren. Ein Kristallgitter ist streng periodisch aufgebaut, der Gesamtkristall 148t sich
durch wiederholtes Aneinanderfiigen von Elementarzellen aufbauen. Innerhalb einer
Elementarzelle sind die Gitterionen in einer bestimmten Geometrie angeordnet, wodurch das
Potential, das sie verursachen, auch einen charakteristischen Verlauf hat. Dieser Verlauf
wiederholt sich in jeder Elementarzelle. Die Néherung des streng periodischen, ortsabhéngigen
Potentials ist umso besser erfiillt, je niedriger die Temperaturen sind. Uberlagert wird dem
Gitterpotential ein Potential, das durch die anderen, fast frei beweglichen Valenzelektronen
verursacht wird. Dieses Potential ist nur anndhernd periodisch, das ergibt sich schon aus den
Berechnungen zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit mittels der verschiedenen Methoden.
Quantenchanische Ndherungsmethoden zur Behandlung von Festkorpern beruhen auf der

Berticksichtigung dieses speziellen Potentialverlaufs.

Das Bloch-Theorem 50)

Das Bloch-Theorem legt die Bedingungen fest, die ein Einelektronen-Losungsansatz fiir die

stationdre Schrodingergleichung erfiillen muf3, mit dem die fiir Kristalle typische Periodizitét
des Potentials beriicksichtigt werden kann. Als Niaherung wird ein streng periodisches
Potential, verursacht durch die Gitterionen und die Valenzelektronen angenommen. Bei einer
sehr gro3en Zahl von Valenzelektronen ist es ndherungseise erfiillt, da die Valenzelektronen an

vergleichbaren Punkten des Gitters ein gleiches Potential "sehen".

30 s. dazu KITTEL (1989), S. 199 f., S. 203 ff.
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Das Bloch-Theorem besagt, daB} fiir ein periodisches Potential ist die Schrodingergleichung mit
einem Produktansatz 16sbar ist. Der Losungsfunktion fiir ein ungestortes Potential wird eine
Funktion u(x) tiberlagert, die die gleiche Periodizitit wie das Gitterpotential aufweist.

Die Wellenfunktion Psi(x) fiir den ungestorten Fall wird somit zu

Psi(x) = u(x) eikX
wobei u(x) die Amplitudenfunktion ist, die die Bedingung

u(x+a) = u(x)
erfillen mu3, da das Potential eine periodische Storung mit der Periode a verursacht. Man
erhilt also die Wellenfunktionen, indem man den Wellenziigen von stehenden Wellen mit n =
1,2,3.. eine Amplitudenfunktion u(x) iiberlagert, die die gleiche Periodizitit wie das Potential
aufweist. Diese Modulationsfunktion mul} keine Sinusfunktion sein, sie 143t sich aber durch

eine Fourierreihe von Sinusfunktionen darstellen.

Losungsansétze fiir die Schrodingergleichung unter Beriicksichtigung der Bloch-Funktion
Um das Bloch-Theorem fiir die stationdre Schrddingerglichung zu beriicksichtigen, gibt es

verschiedene Typen von Losungsansidtzen. Neben einem analytischen Ansatz fiir einfache
Potentialverliufe sind es solche, die mit der Uberlagerung von Losungen fiir spezielle Fille der
Schrodingergleichung arbeiten.

a) Kroning-Penney-Modell fiir eine analytische Losung der Schrodingergleichung 51)
Der Festkorper wird durch ein vereinfachtes periodisches Potential - das Rechteckpotential -
beschreiben. Fiir die beiden Bereiche unterschiedlichen Potentials - Potentialbarriere und
Potentialsenke - wird die Psi-Funktion in Abhingigkeit von der potentiellen Energie berechnet.
Eine Eigenfunktion - und damit eine Losung der stationdren Schrodingergleichung - liegt dann
vor, wenn sich die einzelnen Abschnitte der Psi-Funktion so kombinieren lassen, dafl die
Stetigkeitsbedingung an jedem Potentialsprung erfiillt ist.

Mit dem Kroning-Penney-Ansatz lassen sich analytisch Losungen der Schrodingergleichung
finden. Man erhélt Energiebander, die durch eine hohe Zahl von Zustinden in bestimmten

Enrgieintervallen, die durch Zustandsliicken voneinander getrennt sind.

b) Fourier-Entwicklung
Die Psi-Funktionen der einzelnen Zustinde, die der Blochschen Bedingung geniigen, konnen
iber eine Fourierentwicklung gefunden werden (KITTEL 1990, 203ff.). Die Basis der

Fourierentwicklung sind Losungen der Schrodingergleichung wie bei dem Potentialtopf mit

51 s. dazu KITTEL (1989), S. 200ff., S. 207 f.
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unendlich hohen Winden. Diese Funktionen miissen so miteinander kombiniert werden, dal3
zusitzlich das Bloch-Theorem erfiillt wird.

Als Basis sind sdmtliche Losungen der Schrédingergleichung mit den Wellenzahlen 29n/L
erlaubt. Um die Psi-Funktionen zu gewinnen, sind nur bestimmte Kombinationen von
Basisfunktionen erlaubt. Wurde ein lineares Gitter aus 100 Bausteinen aufgebaut, so kann die
1. Basisfunktion mit k = 29/L (n = 0+1) nur mit der 101.(n = 100+1), 201., ... kombiniert
werden. Entsprechenden gilt fiir die anderen Basisfunktionen. Man erhdlt dadurch jeweils
Binder mit 100 Zustinden. Die Koeffizienten, mit denen die Basisfunktionen in die
Fourierentwicklung eingehen, werden durch die Potentialfunktion (Amplitude und Periode)
und Masse und Impuls des FElektrons bestimmt. Sie werden durch Matrizenrechnung

bestimmt.

¢) Bildung von Molekiilorbitalen aus Atomorbitalfunktionen 52)

Mehr an der Denkweise der Chemie orientiert sich ein Ansatz, der zur Ldsung der
Schrodingergleichung die Eigenfunktionen der einzelnen, ungestérten Atome heranzieht. Die
Eigenfunktionen fiir die Elektronen in dem Gesamtkristall werden durch eine Uberlappung der
Psi-Funktionen der Einzelatome gewonnen. Aus n Atomorbitalfunktionen werden genau n
Molekiilorbitalfunktionen gewonnen, die sich iiber den ganzen Kristall erstrecken. Damit sind
die Elektronen dem ganzen Kristall zugeordnet.

Fiir die Konstruktion einer MO-Funktion werden prinzipiell alle AO-Funktionen benutzt.
Die Koeffizienten, mit denen sie eingehen, werden so ermittelt, dal sich moglichst geringe
Energiecigenwerte ergeben. Das fiihrt dazu, dal vorzugsweise AO-Funktionen gleicher
Symmetrie und damit &hnlicher Energie miteinander kombiniert werden. Wenn z.B. 2s- und
3pX- Atomorbitale eines Elements energetisch auseinanderliegen, werden zunéchst nur die 2s-

Funktionen miteinander kombiniert, um das 2s-Band zu bilden, erst danach wird bei hoheren
Energien das 3pX-Band gebildet. Liegen dagegen die AQ's energetisch dicht beieinander, so

iiberlappen sich die 2s- und 3pX-Béinder, da fiir die einzelnen MO-Funktionen sowohl 2s- als
auch 3pX-Zustéinde herangezogen werden.
Stehen n AO-Funktionen N als Basis zur Verfligung, so werden auch genau n MO-

Funktionen n gebildet. Die Periodizitit, die durch das Bloch-Theorem gefordert wird, ist

durch die Verwendung der AO-Funktionen als Basisfunktionen gewéhrleistet. Die
Koeftizienten, mit denen die einzelnen lokalisierten AO-Funktionen n eingehen, sorgen dafiir,

dal3 die Amplituden der einzelnen AO-Funktionen eine stehende Welle iiber den gesamten

32 s. dazu als Beispiel R. HOFFMANN (1988): Solids an Surfaces: A Chemist's View on Bonding in
Extended Structures; VCH, Weinheim oder: Roy MCWEENY (1984): Coulsons chemische Bindung,
Hirzel, Stuttgart in dem Abschnitt "DasBandermodell", S. 354 ff.
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Kristall bilden. Dieser Koeffizient wird durch eine Exponentialfunktion gebildet (HOFFMANN,
6):

K- exp(ikna) n mit Wellenvektor k,

Gitterkonstante a,
Atomnummer n

Die Zahl der moglichen Werte von k ergibt sich aus der Zahl der Einheitszellen im Kristall.
Das zweite Band wird nicht durch gréBere Werte von k gebildet, sondern durch die Bentzung
anderer AO-Funktion als Basis. Durch die etwas unterschiedliche Amplitudenfunktion der
verschiedenen MO's unterscheiden sich die Energieeigenwerte fiir die MO's innerhalb eines
Bandes geringfiigig. Tragt man die Energien gegen k auf, so erhélt man in dieser Darstellung nur
k-Werte zwischen 0 und 9/a. Negative Werte fiir k existieren nicht.

Das MO-Verfahren fiihrt zu einer Aufspaltung der MO-Energieniveaus gegeniiber dem
ungestorten AO-Energieniveau. Dies wird deutlich, wenn man die Bandstruktur eines Systems

bei verschiedenen Kernabstinden betrachtet:

Abb.: Bandstruktur einer Kette von H-Atomen bei verschiedenen Kernabstinden
(HOFFMANN, 8)

Fir den Chemiker besonders interessant ist nicht nur die Verteilung der Energien der
Elektronen in den einzelnen Zustinden bzw. Bindern, sondern auch die lokale
Elektronendichte an verschiedenen Punkten des Gitters. Um die Reaktivitit, die besonders
durch hochenergetische Elektronen verursacht wird, beurteilen zu konnen, ist die rdumliche
Verteilung der Elektronendichte der hoherenergetischen Elektronen interessant. Es wird dann
klar, an welchen Punkten des Gitters ein Reagenz besonders effektiv angreifen und einen
Elektroneniibergang verusachen kann.

Ist andererseits die lokale Elektronendichte zwischen zwei Atomriimpfen niedrig, so kann das

entsprechende Atom oder Ion leicht abgespalten werden.

d) Aufspaltung von Energieniveaus durch den Einflul der Nachbaratome
Ein weiterer Ansatz geht von den Elektronen im ungestorten Einzelatom als Basis aus und

beriicksichtigt den EinfluB der Nachbaratome (sowohl das Kristallgitter als auch die

Valenzelektronen) durch Austauschterme. 53) Je nach Grofe der Austauschterme konnen die

53 Dieser Ansatz ist bei R. FEYNMAN (1971) im Kapitel 13: "Propagation in a Crystal Lattice"
dargestellt. R. FEYNMAN (1971): The Feynman Lectures on Physics, Quantum Mechanics; Addison-
Wesley, Reading, Massachusetts
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Elektronen von einem Atom zum anderen tunneln. Stark lokalisierte Elektronen unterliegen
kaum dem Einflul der Nachbaratome und kénnen deshalb auch kaum zum nichsten Atom
tunneln, dies trifft vor allem fiir Rumpfelektronen zu. Valenzelektronen eines Metalls tunneln
mit groBer Wahrscheinlichkeit zu den Nachbaratomen.

Die Gleichungen fiir das ungestorte Atom werden durch je ein zusitzliches Glied fiir jedes
andere Atom erginzt, mit dem die Austauschwechselwirkung beriicksichtigt wird. Bei N
Atomen erhdlt man eine Matrize mit N Zeilen und Spalten. Lost man dieses
Gleichungssystem, so erhilt man Energieeigenwerte, die sich additiv aus dem Energieeigenwert
des FEinzelatoms und einem durch die Nachbaratome bedingten Austauschterm
zusammensetzen. Durch die Austauschterme werden die Energieniveaus leicht verdndert, so
daB3  Energiebidnder entstehen. Die Psi-Funktion wird aus dem Produkt einer
Amplitudenfunktion exp(ikx) und dem zeitabhingigern Exponentialterm gebildet. Die
Multiplikation ergibt, dal die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im zeitlichen Mittel fiir alle
identische Atome gleich ist. Sie oszilliert allerdings mit der Zeit, die Kennzeichnung jedes
Zustands als stationdr gilt streng nur fiir die Energie. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
oszilliert zwischen den einzelnen, benachbarten Atomen mit einer bestimmten
Phasenverschiebung. Feynman fiihrt als mechanische Analogie fiir ein solches Verhalten
gekoppelte Pendel an. Die Energie bleibt zeitlich konstant, die Amplitude breitet sich
wellenformig aus. Feynman fiihrt als mechanische Analogie fiir ein solches Verhalten
gekoppelte Pendel an. Die Energie bleibt zeitlich konstant, die Amplitude breitet sich
wellenférmig aus. Die Richtung der Ausbreitung der Oszillation wird durch das Vorzeichen
der entsprechenden Wellenzahl k gekennzeichnet.

Uberlagert man mehrere stationdire Einteilchenzustinde mit nur wenig verschiedenen k-
Werten, so erhdlt man ein Wellenpaket mit der Gruppengeschwindigkeit v. Dieses
Wellenpaket beschreibt die gerichtete Bewegung eines Quasielektron genannten Teilchens im
Festkorper. Durch diese Operation lassen sich wieder relativ lokalisierte Quasielektronen
einfiihren, die sich fast wie ein klassisches Teilchen durch den Kristall bewegen. Ist der
Kristall sehr grol gegeniiber der Breite des Wellenpaket, so ergibt die quantenmechanische
Losung als Grenzfall die klassische Physik.

A

Ansatz ohne Losung der Schrodingergleichung
Die Bragg-Reflexion

Es handelt sich um einen Einelektronenansatz, der aus der Weiterentwicklung des Modells fiir
das freie Elektronengas folgt. Die Kristallsymmetrie wird beriicksichtigt, indem fiir die
Gitterionen periodische Potentialstorungen angenommen werden. Diese Herleitung ist nicht an
den einzelnen Zustinden innerhalb eines Bandes interessiert. Sie vernachldssigt die

Randbedingungen (Potentialverlauf am Rand des Systems) des Potentialtopfes, da die
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Ausdehnung des Systems ziemlich grof3 gegeniiber den Abstdnden zwischen den Kristallionen
ist.

Das Elektron stellt wie beim freien Elektronengas innerhalb des Gitters eine laufende Welle
dar, die durch den Wellenvektor k charakterisiert ist. Es kann von einem Ende zum anderen
Energie und Impuls transportieren. Dieses gilt allerdings nur so lange, wie die Ausbreitung
durch Braggsche Reflexion nicht gestdrt wird. Ist die Bragg-Bedingung erfiillt, so tritt an jedem
Gitterion eine Totalreflexion der Welle ein und die Welle lduft immer zwischen zwei
Gitterpunkten hin und her, ohne vorwértszukommen. Die fiir die Ausbreitung von Energie

und Impuls nétige laufende Welle wird zur stehenden Welle.

a) Zur Ableitung im Eindimensionalen:
Gegeben ist ein Kristall mit der Gitterkonstante a. Eine Ableitung iiber die Wellenldnge /

(Lambda) ergibt:
Wenn die Braggbedingung

2-asin®_=/n (I = Lambda)

erfiillt ist, werden die gestreuten Wellen maximal verstérkt. Fiir eine Riickwértsstreuung gilt

2a=/n.

Wellen mit der Wellenldnge

[=2a/n
haben keine Chance, sich auszubreiten, weil sie an jedem Atom total reflektiert werden.
Zum Vergleich die Ableitung im reziproken Gitter {iber die Wellenzahl £: 54)
k ist definiert als

k=29/1

Die Braggbedingung im eindimensionalen Fall lautet

k= G =4n9/a
Wellen mit diesen Wellenzahlen konnen sich nicht im Kristallgitter ausbreiten. Die
periodischen Randbedingungen legen im Gegensatz zu dem eindimensionalen Kasten mit
unendlich hohen Winden nicht die Phase der stehenden Welle fest. Fiir jeden Wert der
ausgezeichneten Werte von k bzw. | existieren zwei um 9§ phasenverschobene stehende

Wellen, die den Bedingungen gentigen, eine Sinus- und eine Cosinuswelle:

(A) Psi(+) =2 cos (fx/a)

34 Die einzelnen Positionen im reziproken Kristallgitter sind durch reziproke Gittervektoren G

gekennzeichnet. Im Eindimensionalen ist bei einer Gitterkonstante a der Gittervektor G = 29 n/a mit n
als ganzer Zahl definiert. Sowohl der Gittervektor G als auch die Wellenzahl k besitzen die Dimension
einer reziproken Lange.
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(B) Psi(-) = 21 sin (Yx/a)

Bei der einen (A) ist das Maximum der Aufenthaltswahrscheinlichkeit genau an den
Gitterionen lokalisiert, bei der anderen (B) ist dort das Minimum der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit. Bei den Gitterionen herrscht ein niedriges Potential, so dal auf die
Elektronenverteilung  (A)  dort ein  niedriges  Potential  wirkt, wo  die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen ihr Maximum hat. Bei der Verteilung (B) ist es
genau umgekehrt, dadurch unterscheiden sich die Energien der beiden Elektronenverteilungen.
Dazwischen sind keine Zustinde moglich, so dal3 (A) die Oberkante eines Bandes und (B) die
Unterkante des ndchsthoheren Bandes beschreibt. (A) ist gegeniiber einer laufenden Welle
energetisch abgesenkt, (B) energetisch angehoben.

Innerhalb eines Bandes lassen sich die Elektronen weiter mit laufenden Wellen beschreiben
(wie bei dem Modell des freien Elektronengases).

Die Energie der Zusténde 148t sich berechnen, indem man fiir jeden Ort x das Potential mit der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit multipliziert und anschlieBend iiber x integriert. Aus der

Differenz der Energien fiir die Zustdnde

(A) Psi(+) = 2 cos qx/a

und

(B) Psi(-) = 2 sin Jx/a
ergibt sich die Grofe der Bandliicke.

Nimmt man einen cosinusformigen Potentialverlauf

U(x) = U cos 29x/a
an, so ist die Bandliicke Eg gleich der Amplitude des Kristallpotentials:

E,=  _dxUR) [psi(+)[2 - psi(-)[2]

= 2 dx U cos(29x/a) (cos2 gx/a) - (sin2 §x/a) = U

Abb.: Brillouinkurve E(k)

Die Konsequenz fiir das Verhalten der Elektronen in einem &ufleren Feld 148t sich aus der

Interpretation der Abb. erkldren:
Hierzu betrachtet man das Elektron als Wellenpaket mit der Gruppengeschwindigkeit Vg

v_=dw/dk
g

Beriicksichtigt man die Energiegleichung
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E = hf = hw/29,

so kann man die Elektronengeschwindigkeit ausdriicken als

v = (29/h)(dE/dk)
Der Faktor dE/dk entspricht genau der Steigung in der Abbildung zur Brillouinkurve. An den
Bandgrenzen geht die Steigung auf Null zuriick, so dafl das Elektron sich dort nicht durch den
Kristall bewegen kann, sondern sich wie eine stehende Welle verhilt. Innerhalb eines Bandes
sind verschiedene Geschwindigkeiten als Funktion der Wellenzahl erlaubt. Andert sich die
Wellenzahl (geht also ein Elektron in einen anderen Zustand iiber), so dndert sich die

Geschwindigkeit. Man kann von Beschleunigungen und Kréften sprechen:

F = (h/2-9) (dk/dt)
Wird z.B. einem Elektron durch eine dullere Kraft von k = 0 ausgehend Energie zugefiihrt,so
steigt v zundchst proportional zu den erlaubten Werten von k und damit steigt auch die
kinetische Energie. In der Ndhe von k = n-§/a sinkt dann die Geschwindigkeit bis auf Null ab
(kein Energiegewinn mehr trotz verstarkter Kraft!!!). Wird k = n-Y/a tiberschritten, kehrt sich

die Geschwindigkeit um. Bei negativen k-Werten ist das v(k)-Diagramm spiegelsymmetrisch.

Abb.: v =f(k)

Dieser Energiebereich wird 1. Brillouinsche Zone genannt.

Es existieren dariiber noch weitere Brillouinzonen, die erlaubte Energiebereich kennzeichnen.
Legt man eine dulere Kraft an, so bewegt sich k und auch die Energie immer innerhalb einer
Zone. Der Ubergang in eine andere Brillouinzone (oder in eine anderes Band) ist nur dann
moglich, wenn durch einen singuldren ProzeB (z.B. Photonenabsorption) geniigend Energie
zugefiihrt wird, um die Bandliicke zu tiberspringen.

Zusammenfassend kann man sagen, daf3 die Energie der Elektronen an der Bandgrenze einen
konstanten Wert annimmt die Geschwindigkeit der Elektronen dort Null wird.

Man kann eine "effektive Masse" m* des Elektrons definieren, die dieses abnorme Verhalten
widerspiegelt und der Beziehung F = m-a gentigt.

Die Kraft ist definiert {iber

dE=F-vdt oderF=ma

Die Beschleunigung erhélt man iiber

a=dv/dt
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Mit v =(h/29)) (dE/dk) ergibt sich

m* = h2/49 (d2E/dk2) .
Die effektive Masse ist besonders groB3, wenn die Geschwindigkeit "umkippt", sie also zum
Bandrand hin stark abnimmt (vom Betrag her). Sie nimmt im Moment des Umkippens bis auf
m* = zu. Am Bandrand selbst weilit sie wieder eine endlichen (Minimal-)Wert auf.
Vergleichbar sind fiir verschiedene Metalle die m*-Werte fiir k = 0 (Boden der ersten

Brillouinzone), sie hingt nur von Gitterparametern ab.

b) Mehrdimensionale Ansétze

Bei einem mehrdimensionalen Problem spielt der Gittertyp eine Rolle. Die Lage und Breite der
Bandliicke héngt bei einem dreidimensionalen Problem von den drei Komponenten a, ay und

a der Gitterkonstanten ab. Handelt es sich um ein Gitter, bei dem diese Komponenten gleich

sind, so lassen sich die Ergebnisse des eindimensionalen Modells iibertragen. Benutzt man zur
Erklarung das Modell mit der Braggschen Reflexion, so liegt das auf der Hand. Sind die drei
Komponenten verschieden, so bildet jede Richtung ihre eigene Bandliicke aus, die
Gesamtbandstruktur kann man sich als Uberlagerung vorstellen. Dadurch kann sich die
Bandliicke verkleinern.

Bei einem zweidimensionalen Problem kann man sich mogliche Werte der Wellenvektoren k

mit Hilfe einer Graphik ganz gut vorstellen:

Abb.: Erste und zweite Brillouinzone bei zweidimensionalen quadratischen Gitter

Alle Zustinde des ersten Bandes liegen innerhalb der ersten Zone.

Zusammenfassung
Bei den verschiedenen theoretischen Ansédtzen findet man im Prinzip die gleichen

Vorgehensweisen wie bei der Behandlung der chemischen Bindung, allerdings ergénzt um ein
zeitabhéngiges Verfahren, das der Bragg-Reflexion. Betrachtet man zunichst die Verfahren, die
auf der Losung der stationdren Schrodingergleichung beruhen, so herrschen Ansétze vor, die
MO-Funktionen bilden. Das Bloch-Theorem legt die Forderungen an die Gestalt der
Losungsfunktion fest. Fiir sehr stark vereinfachte Potentiale wird eine analytische Losung
moglich (Kroning-Penney-Potential), ansonsten ist man auf Ndherungsverfahren angwiesen.
Zur numerischen Losung eignen sich besonders gut Linearkombinationen von
Grundfunktionen - seien es nun Sinusfunktion oder die AO-Funktionen der ungestorten

Atome (die man sich auch als Summe von Sinusfunktionen vorstellen kann). Ein anderer Weg
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unter weitgehender Beibehaltung der urspriinglichen AO-Funktionen ist der von Feynman
gezeigte, der mit Austauschtermen arbeitet (eine Analogie in Theorie der chemischen Bindung
wire die VB-Methode).

Mit allen Methoden kann die Elektronendichte und die Energie der verschiedenen Zustinde
ermittelt werden. Mit dem Ansatz, der die Bragg-Reflexion benutzt, kénnen rdumlich
variierende Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Zustinde innerhalb eines
Bandes nur fiir die Zustdnde an der Bandkante angegeben werden, weil nur diese Zustinde
durch stehende Wellen charakterisiert sind. Da alle anderen Zustinde als laufende
Elektronenwellen interpretiert werden, ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der

Leitungselektronen hier fiir jeden Punkt des Gitters gleich.

4.2. Zwei einfache eindimensionale Potentialtopfmodelle fiir Metalle

Fiir Metalle ist das Modell des freien Elektronengases leistungsfahig und weit verbreitet fiir
die Erklarungen von Metalleigenschaften. Das gilt sowohl fiir den schulischen Bereich (z.B.
Dorn / Bader 1986, 8 f.) als auch fiir Hochschullehrbiicher (z.B. Kittel 1989, 159 ff.). Jedoch
konnen nicht alle Metalleigenschaften zufriedenstellend damit erkldrt werden. Um die
Leistungsfahigkeit des Modellansatzes, der mit einem stukturierten Potentialtopf arbeitet,
gegen die Leistungsfahigkeit des Modellansatzes zum freien Elektronengas abzugrenzen,
werden im folgenden zunidchst alle zu erklirenden Phénomene aufgelistet (5.2.1.). Im
Anschlufl wird die Modellierung durch ein freies Elektronengas einschlieBlich der Ergebnisse
dargestellt (5.2.2.), die Modellierung von Metallen durch einen strukturierten
Potentialtopfansatz wird exemplarisch fiir die Metalle der ersten Hauptgruppe vorgenommen
(5.2.3). Zum Schlul werden die Ergebnisse der Modellierung aus 5.2.2. und 5.2.3. zur

Erkldrung der in 5.2.1. genannten Phdnomene benutzt (5.2.4.).

4.2.1. zu erklirende Phinomene
4.2.1.1. Chemische Eigenschaften

Als chemische KenngroB3e zur Stabilitdt eines Stoffes ist die Bindungsenergie einzuordnen,

die die Energie pro Atom kennzeichnet, um aus dem
Festkorper freie Atome zu bilden. Die Alkalimetalle zeichnen sich durch vergleichsweise
niedrige Bindungsenergien aus, so daB sie thermodynamisch nicht sehr stabil sind. Zum
Vergleich sind in der Tabelle Elemente der zweiten Hauptgruppe und ein Edelmetall aufgefiihrt
(Bindungsenergie nach Kittel 1989, 79; Normalpotentiale nach Atkins 1988, 868).

Element Bindungsenergie Normalpotential
in eV / Atom inV

Lithium 1,63 -3,05

Natrium 1,113 -2,71
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Kalium 0.934 -2,93
Rubidium 0,852 -2,93
Beryllium 3,32 -1,85
Magnesium 1,51 -2,36
Platin 5,84 1,20

Die Bindungsenergie innerhalb der Gruppe der Alkalimetalle nimmt mit steigender
Ordnungszahl zu, Elemente der zweiten Hauptgruppe sind stabiler als die der ersten
Hauptgruppe.

Als ein Mal} fiir die elektronische Stabilitit eines Metalles kann das Reduktionsvermdgen
angesehen werden, dal3 die Fahigkeit zur Elektronenabgabe innerhalb eines Redoxsystems
kennzeichnet. Die entsprechende MeB3grof3e ist das Normalpotential, das die Spannung einer
elektrochemischen Metall/Metallsalzlosung-Halbzelle gegen eine
Wasserstoff/Wasserstoffionen-Halbzelle unter Standardbedingungen angibt.  Alkalimetalle
zeichnen sich durch ein hohes Reduktionsvermdgen aus, was durch das niedrige
Normalpotential ausgedriickt wird. Innerhalb der Reihe der Alkalimetalle nimmt das

Reduktionsvermogen mit steigender Ordnungszahl zu.

4.2.1.2. Mechanische und thermische Eigenschaften

Mechanische Eigenschaften, die - anschaulich gesprochen - den Widerstand kennzeichnen, den
ein Kristall seiner mechanischen Verformung entgegensetzt, korrellieren mit den thermischen
Eigenschaften Schmelz- und Siedepunkt, die den Widerstand kennzeichnen, den ein Kristall

seiner thermischen Zerstérung entgegensetzt.

a) Schmelztemperatur

Aufgrund der Schmelztemperatur kann man beurteilen, wie anfillig der Kristall gegen
thermische Belastung ist. Ein thermisch stabiler Kristall wird eine hohe Schmelztemperatur
aufweisen. Die thermische Stabilitdt nimmt innerhalb der Hauptgruppe ab, Elemente der
zweiten Hauptgruppe sind stabiler als die der ersten Hauptgruppe (Daten nach KITTEL 1989,
80).

b) Schmelz- und Verdampfungswirme
Die molare Schmelzwirme gibt an, welche Energie zur Uberfiihrung von der festen in die
fliissige Phase notig ist. Sie ist sehr viel kleiner als die Verdampfungswirme, die fiir den

Ubergang von der fliissigen zur gasformigen Phase gilt.

c) Kompressibilitét
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Als mechanische Kenngrofie soll das Kompressionsmodul dienen, das den Widerstand gegen
elastische Verformungen durch Druck auf eine Kristallfliche kennzeichnet (Daten nach
KITTEL 1989, 81) 35:

Element Kompressions- Schmelzwirme Verdampfungs- Schmelzpunkt in
modul in N/m?2 in kJ/mol wirme in kJ/mol | K

Lithium 0,116 2,9 148 453,7

Natrium 0,068 2,6 99 371,0

Kalium 0,032 2,4 79 336,3

Rubidium 0,031 2,2 76 312,6

Beryllium 1,003 12 309 1562

Magnesium 0,354 9 128 922

4.2.1.3. Optische Phinomene
a) Absorption

Metalle absorbieren kontinuierlich iiber den gesamten infraroten Spektralbereich und meist
auch iiber den gesamten Bereich des sichtbaren Lichtes. Zum Ultravioletten hin werden die
Metalle durchsichtig, wobei eine steile Absorptionskante auftritt. Die Lage der
Absorptionskante ist fiir jedes Metall unterschiedlich, einige Metalle werden schon im
blauvioletten Teil des sichtbaren Lichts durchsichtig (Gold, Kupfer).

Einfiigen Abbildung (Absorptionsspektrum ag, Cu (Schulze 357 AbbM21c)
Zu den optischen Phdnomenen z&hlt auch der metallische Glanz einer relativ glatten
Metalloberfliche und die schwarze Farbe von Metallpulvern. Dieses driickt sich aus in dem
hohen Reflexionsvermogen von Metalloberflachen.

Einfiigen Abb. Reflexionsspektrum von Ag, Cu (Schulze 357, Abb. M 21 a)
b) Emission
Die Charakteristik des Emissionsverhalten der Stoffe entspricht weitgehend der Absorption.
Emission kann durch Photonen oder Elektronen angeregt werden. Emittiert werden kdnnen
Photonen oder Elektronen. Bei der Photoemission werden Elektronen durch energiereiche
Photonen freigesetzt, bei der Rontgenemission werden Photonen durch energiereiche
Elektronen freigesetzt.
Neben der Anwendung des Photoeffekts fiir elektrische Zwecke kann man diesen Effekt auch
zur Grundlage einer spektroskopischen Untersuchtungsmethode machen. Setzt man

monoenergetische Photonen hoher Energie ein und analysiert die Energie der emittierten

35 Das Kompressionsmodul ist eine Kenngrofie, die das elastische Verhalten des Stoffes
charakterisiert. Sie ist "anschaulicher" als die universellere Kenngrofie Elastizititsmodul
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Elektronen, so erhilt man ausgepragte Spektren, aus denen direkt die Energie der Rumpf- und
Valenzlektronen des Festkorpers entnommen werden kann. 36

Einfiigen Abbildung Photoelektronenspektrum Ag (Kittel 1989, 362)

Valenzelektronenspektrum (Silber)

Einfiigen Abbildung Photoelektronenspektrum NaCardona 216, Abb 5.8. a. - c.
Rumpfelektronenspektren fiir die 1s, 2s und 2p-Elektronen des Natriums

- Rontgenemissionsspektren von Metallen auch mit Aufweichung der kurzwelligen Kante
bei hoherer Temperatur (LB (1962) 1./4. S. 7721.)

4.2.1.4 Weitere Phinomene

a) elektrische Austrittsarbeit:
Die Austrittsarbeit W o gibt an, welche Energie nétig ist, um ein Elektron aus dem Festkorper

zu entfernen. Sie kann iiber den Photoeffekt oder die thermische Emission von Elektronen
bestimmt werden. Zu erkldren ist sowohl das Auftreten einer bestimmten Grenzfrequenz,
oberhalb der erst ein Photoeffekt auftritt als auch die Unterschiede der Austrittsarbeit bei den
einzelnen Metallen. Bei den Alkalimetallen nimmt die Austrittsarbeit innerhalb der
Hauptgruppe von oben nach unten ab (Daten nach HANDBOOK OF -CHEMISTRY AND
PHYSICS 1975, E 81):

Element Austrittsarbeit
Wp ineV

Lithium 2,42

Natrium 2,28

Césium 1,81

Magnesium 3,68

b) Kontaktspannung: Beim direkten Kontakt zweier Metalle bildet sich eine
Potentialdifferenz aus. Diese Spannung ist z.B. fiir Elektrodenprozesse wichtig und legt die
Richtung des Netto-Elektronenflusses fest.

c) Elektrische Leitfiahigkeit: Die el. Leitfahigkeit nimmt innerhalb einer Hauptgruppe zu.
Elemente der zweiten Hauptgruppe weisen eine hohere Leitfahigkeit auf als die Elemente der
ersten Hauptgruppe (Daten nach KITTEL 1989, 179):

36 Zur Methode der Photoeklektronenspektroskopie s. Ibach / Luith 1990, 125
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d) thermische Leitfiahigkeit: Interessant ist die weitgehende Parallelitét der elektrischen und
thermischen Leitfahigkeit bei verschiedenen Stoffen (nach Hering et. al (1989) Anhang PSE);

Element el. Leitfahigkeit therm. Leitfahigkeit
in 105 W/em in W/m K

Lithium 1,07 70

Natrium 2,11 135

Kalium 1,39 100

Rubidium 0,80 60

Beryllium 3,08 210

Magnesium 2,33 160

¢) Phinomene der Mikroebene: Auf der Mikroebene kann ein Festkorper beschrieben
werden als ein System mit Elektronen in stationdren Zustdnden. Die Eigenzustdnde der

Elektronen eines Festkorpers weisen bestimmte Charakteristika in ihren Energieeigenwerten
E, und der Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit y2, auf. Dabei korrelieren

makroskopische Stoffeigenschaften mit den Kenngrofen E;, und y2, der Elektronen als

Bestandteile des Mikrosystems.

Die Betrachtung sei eingeschrinkt auf Reinstoffe, die zu einem perfekten Einkristall
kristallisieren. Festkorper mit breiten optischen Absorptionsbanden weisen Energieeigenwerte
der Elektronen auf, die bandartig angeordnet sind. Jedes Band besteht aus einer abgezéhlten
Menge von Eigenzustidnden, deren Energiecigenwerte sehr dicht zusammenliegen. Es treten
Bandliicken auf, also Energiebereiche, in denen kein Eigenzustand zu finden ist. Bei dem
gleichen Stoff werden die Bandliicken umso schmaler, je energiereicher die Béander werden.

Die Zahl der Zustédnde pro Band hingt nur von der Gréfe des Systems ab, sie ist identisch mit
der Zahl der Kristallbausteine. Bei einem reinen Festkorper treten nur volle, halbvolle oder
leere Béander auf, da jeder Kristallgitterbaustein mit der gleichen Elektronenzahl zur
Gesamtelektronenzahl beitrdgt und jeder Zustand mit maximal 2 Elektronen unterschiedlichen
Spins besetzt werden kann. Es gilt das Pauliprinzip.

Untersuchungen zur Elektronendichteverteilung ergeben, dal die Gesamtelektronendichte
eines Kristallbausteins als Bestandteil des Festkorpers (z.B. eines Natriumatoms) der des
isolierten Bausteins (z.B. eines einzelnen, freien Natriumatoms) &hnelt. Es treten nur leichte
Anderungen besonders zwischen zwei Kristallbausteinen auf. So ist beispielsweise die
Elektronendichte zwischen zwei Natrium-Atomkernen beim Festkorper Natrium leicht erhoht
gegeniiber den Werten fiir das Einzelatom Na.

Die Bindungsenergie pro Kristallbaustein wichst mit der Groe des Systems, damit ist eine

Zunahme der Stabilitdt moglich, solange ein ungestortes Kristallwachstum erfolgen kann. Die
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relative Zunahme der Bindungsenergie ist bei kleinen Systemen am grofiten, weshalb diese
relativ schnell kristallisieren, wihrend groB3e Kristalle nur noch langsam wachsen.

Beeindruckend an den elektronischen Eigenschaften der Festkorper ist, wie sehr die
elektronischen Eigenschaften durch ihren kristallinen Aufbau geprigt werden. Jede einzelne
Storung im Kristallauftbau (Gitterfehler, Fremdatom) bewirkt, da3 ein Zustand auftritt, der
sich nicht in die Masse der Bandzustidnde einordnen 14Bt. Bei der Dotierung von Halbleitern
werden solche Stérungen gezielt eingebracht, um neue FEigenzustinde aullerhalb der

Bandstruktur zu erzeugen.

4.2.2. Erstes Modell: einfaches Rechteckpotential mit unendlich hohen Winden
Soll nur der Einflu} der Systemgrofe gezeigt werden, kann man in erster Ndherung mit einem
einfachen Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden arbeiten. Dieser Potentialtopf ist zur
Modellierung eines ungestorten Systems ohne duflere Einwirkungen angemessen, in dem alle
interessierenden Elektronen ndherungsweise das gleiche Potential erfahren, das zudem
rdumlich nahezu konstant ist. Um diese Bedingungen zu erfiillen, geht die Modellierung von
folgenden Voraussetzungen aus:

- Es werden nur die Valenzelektronen betrachtet), das sind bei den Alkalimetallen ein
Elektron pro Atom, also N Elektronen bei N Atomen. Sie kdnnen sich frei und
ungehindert innerhalb des Metalls bewegen, es aber andererseits nicht verlassen, sofern
das Metall keinen elektrischen Kontakt zu einem anderen Leiter hat.

- Alle Elektronen bewegen sich in dem gleichen Potential als freies Elektronengas ohne
Storungen. Wechselwirkungen zwischen Elektronen und Riimpfen (= Gitterionen)
bleiben unberiicksichtigt ebenso wie Elektron-Elektron-Wechselwirkungen. Die potenti-
elle Energie innerhalb des Metalls wird deshalb als const. = 0 angenommen.

- Fir die grundsitzliche Diskussion wird zunidchst ein eindimensionales Metall
angenommen: Bewegung ist nur innerhalb eines Schlauches der Lange L = N-a, moglich.
Die Grenze in x-Richtung wird durch einen unendlich hohen Potentialwall gesetzt. Eine
Quantisierungsbedingung wird nur aus der Linge des Elektronengases gewonnen und
nicht aus seiner Breite bzw. Hohe, die relativ klein sind gegen die Langenausdehnung.

Eine Erweiterung auf drei Dimensionen ist ohne weiteres moglich.

Das Problem ist analytisch losbar iiber den Formalismus fiir eine stehende Welle in einem
homogenen Medium. Die Energieeigenwerte berechnen sich nach der Formel

2 2

W= h'n

8mL

Im folgenden werden die Energieeigenwerte fiir eindimensionale Systeme berechnet, die N = 1,

2

N =4 sowie N = 8 Atome verschiedener Alkalimetalle sowie eines Erdalkalimetalls enthalten

sollen. Es werden jeweils N Eigenwerte angegeben.
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Element Atomradius Energieeigenwert En fiir n=1.2,..,NineV
in nm N=1 N=4 N=28
Lithium 0,152 n=1:4,07 n=1:0,25 n=1:0,06
n=2:1,01 n=2:0,25
n=23:229 n=3:0,57
n=4:4,07 n=4:1,01
n=>5:1,59
n=6:2,29
n=7:3,12
n=38:4,07
Natrium 0,186 n=1:2,72 n=1:0,17 n=1:0,04
n=2:0,68 n=4:0,68
n=23:1,53 .
n=4:272 n=28:2,72
Kalium 0,227 n=1:1,82 n=1:0,11 n=1:0,03
n=2:0,46 n=4:0,46
n=23: 1,03 .
n=4:1,82 n=28:1,82
Magnesium | 0,160 n=1:3,67 n=1:0,23 n=1:0,06
n=2:0,92 n=4:0.92
n=3:2,07 .
n=4:3,67 n=28:3,67

Bei der Rechnung erhélt man ein Band von n Energieeigenwerten, die im niedrigen Bereich
dicht beieinander liegen und zu hoheren Energien hin weiter voneinander entfernt sind. Bei
dem einfachsten eindimensionalen Ansatz wird schon deutlich, daB3 sich bei makroskopischen
Abmessungen eine nahezu kontinuierliche Energieverteilung ergibt, die Elektronen nehmen
diskrete Energieeigenwerte an, die aber sehr dicht beeinander liegen.
Aus den Ergebnissen der Rechnung 146t sich die Fermienergie unmittelbar entnehmen. Sie
entspricht der Energie des hochsten besetzten Zustandes n = N/2 bei T=0 K. Sie ist
unabhéngig von der Grzt')Bze des Systems.
W= h'N 2

16 mL

Man kann eine Grenzbetrachtung anstellen, um diese Energie zu gewinnen: Wird die

Kettenlénge L verdoppelt, so verdoppelt sich auch die Zahl der besetzten Zustinde n. Der
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Quotient N/L und damit auch der Quotient der Quadrate lduft gegen einen Grenzwert. Der
Quotient N/L wird als Elektronendichte des eindimensionalen Metalls bezeichnet. Folge: Je
hoher die Elektronendichte, desto hoher die Fermienergie. Oder: Die Fermienergie kann direkt
aus der Ladungstrigerkonzentration (iilber die Zahl der Leitungselektronen pro
Kristallbaustein) bestimmt werden.

Fiir ein reales Metall muf} allerdings die ganze Argumentation auf 3 Dimensionen iibertragen
werden. Wenn es sich um ein isotropes Material handelt, treten viele energetisch entartete
Zustinde auf. Mit einem kubischen Potentialkasten kann man das Problem analytisch 16sen
und die Zustandsdichte in Abhdngigkeit von der Energie ermitteln. In Abhédngigkeit von der
Ladungstrigerdichte kann das Ferminiveau fiir unterschiedliche Metalle bestimmt werden. Aus
der GroBe der Atome und der Valenzelektronenzahl kann die Fermienergie berechnet
werden(s. Kittel 1989, 165 ff.):

2
RN (3 N)S
16nm \ V
Die berechnete Fermienergie flir den ein- und dreidimensionalen Potentialtopf ergibt fiir die
aufgefiihrten Metalle folgende Werte:

Element Fermienergie Wg Fermienergie Wi
(eindimensional) (dreidimensional)

Lithium 1,01 eV 4,72 eV

Natrium 0,68 ¢V 3,23 eV

Kalium 0,46 ¢V 2,12 eV

Magnesium 3,67eV 7,13 eV

Die elektronische Bindungsenergie 148t sich aus der Energiedifferenz der besetzten Zustdnde
in einem Einzelatom und dem entsprechenden Festkorper berechnen. Nicht beriicksichtigt
werden alle anderen Terme, wie z.B. die durch die Wechselwirkung zwischen den Kernen
bzw. zwischen den Valenzelektronen hervorgerufene Coulombabstofung.
Austauschwechselwirkungen zwischen den Elektronen werden ebenfalls vernachlassigt. Fiir
eine erste Abschidtzung der Bindungsenergie ergibt diese Methode akzeptable Ergebnisse
(Schulze 1974, 316 ft.).

Bei den Alkalimetallen trigt jedes Atom 1 Elektron zum gemeinsamen Elektronensystem bei.
Sind N Atome vorhanden, so fiillen die N Elektronen die Energieniveaus bis n = N/2 auf

(Pauli-Prinzip). Im Atom liegt ein einfach besetzter Grundzustand vor.
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Element

Bindungsenergie pro

Bindungsenergie pro

Bindungsenergie pro

Atom WpR Atom WpR Atom WpR
(Modellrechnung fiir| (Modellrechnung fiir| (Tabelle)
4 Atome) 8 Atome)
Lithium 3,12eV 3,60 eV 1,63 eV
Natrium 2,30eV 2,40 eV 1,13 eV
Kalium 1,54 eV 1,60 eV 0.93 eV

Die erste Abwandlung des Potentialtopfs mit unendlich hohen Wénden ist der Potentialtopf
mit endlich hohen Wénden, der sowohl ein- als auch dreidimensional prinzipiell analytisch
16sbar ist. Jedoch ist das Verfahren aufwendiger, da der exponentielle Abfall der y-Funktion
im klassisch verbotenen Bereich hohen Potentials beriicksichtigt werden muf3. Mit Hilfe der
Computersimulation zum eindimensionalen Potentialtopf ist das Problem dagegen genauso
einfach l6sbar wie der Potentialtopf mit unendlich hohen Winden. Bei der Darstellung der
Ergebnisse wird hier nur das Natriummodellsystem der Linge 4a mit 10 eV hohen Winden

ausgewahlt, um einen Vergleich der Ergebnisse zu ermdglichen. Das Modell an sich ermoglicht

nur einen geringen Erkenntnisgewinn gegeniiber dem einfachen Potentialtopf.

A —_—
T AN AN AN A .
e IVARVARVER "o
U AN A AN

Energie U U }{
511eV Jr\l‘ /\\U’J )u,-" n=6
3,57 eV Jm\ /r\'l n=>5
2,29 eV —P" N =4
1,29 eV "’% o n=3
0,58 eV e --ﬁs T n=
0,14 eV — n=1

Abb.: Eigenzustinde fiir ein Natriummodellsystem der Linge 4 a mit 10 eV hohen Wénden
und homogenem Potential innerhalb des Systems

Die Eigenzustinde liegen energetisch etwas niedriger als bei dem einfachen Potentialtopf,
wobei der Energiegewinn zu hdheren Zustinden zunimmt. Verbunden ist das mit einer

unwesentlichen Zunahme der Aufenthaltswahrscheinlichkeit auflerhalb des Systems bei

niedrigen Zusténden, die aber zu héheren Zustinden hin zunimmt.
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4.2.3. Zweites Modell: Periodisches Rechteckpotential mit endlich hohen Wianden
4.2.3.1. Grundlagen der Modellierung

Die Einfliisse der Gitterionen auf das Potential werden bei der Modellierung durch einen

homogenen Potentialtopf (mit unendlich oder endlich hohen Winden) nicht beriicksichtigt. So
konnte die unterschiedliche Elektronendichte verschiedener Metalle erfalt werden und die
dicht beieinander liegenden Energieniveaus der Valenzelektronen, also die Existenz von
Béndern erlaubter Energien fiir die Elektronen, die die Zustinde bis zum Ferminiveau
besetzen. Das Auftreten mehr oder weniger groB3e verbotene Bereiche in der bandformigen
Verteilung der Energieeigenwerte, das fiir Kristalle typisch ist, konnte nicht erklért werden.
Mit dem homogenen Potential wird bei der chemischen Bindung nur der Aspekt des
Energiegewinns durch Delokalisierung der Elektronen bei einer VergroBerung des Systems
erfalt. Der praktisch gegenldufige EinfluB der Gitterionen, die aufgrund ihrer positiven
UberschuBladung eine Senke fiir die Elektronendichte darstellen (und die Delokalisierung
abschwichen), wird vernachldssigt. Chemische Bindung als ein Phdnomen, das aus dem
Wechselspiel zwischen Coulombwechselwirkungen un dem Energiegewinn  durch
groBtmogliche  Delokalisierung kann mit einem einfachen Potentialtopf, der die
Wechselwirkungen zwischen Gitterionen und Valenzelektronen vernachlédssigt, nur sehr
eingeschrinkt erklart werden.

Mit dem periodischen Potential soll auch versucht werden, einen besseren Vergleich zwischen
den FEinzelatomen und dem Kristall zu ermdglichen. Dieses betrifft insbesondere die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit, deren rdumliche Verteilung innerhalb eines Atoms durch den
eeinfachen Potentialtopf nur unbefriedigend erfafit wird und die die Erklarung der Stabilitét
von Kristallen verbessern konnte. Mit einem verbesserten Potentialtopf sollten auch die
Energieeigenwerte des Systems die Bandstruktur erkennen lassen.

Bei der Modellierung gilt es zu priifen, ob fiir einen FEinkristall sowohl die typische
Bandstruktur als auch die typische periodische Aufenthaltswahrscheinlichkeit wiedergegeben
werden. Wenn diese Aspekte durch die Modellierung und die sich daran anschlieBende
Simulation richtig erfallit werden, kdnnen die Ergebnisse sowohl die Bandstruktur und die
darauf beruhenden elektrischen und optischen Eigenschaften erkldren als auch die Phdnomene,
die auf der Verinderung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit gegeniiber dem Einzelatom

beruhen.

Trennung in Geriist und Valenzelektronen

In dem Gesamtkonzept der Quantenmechanik gebundener Elektronen 148t sich der kristalline
Festkorper als ein System von mittlerer GroBenordnung einordnen, der zudem noch eine
bestimmte Ordnung aufweist. Die zentrale Fragestellung ist, wie sich Elektronen in diesem

System verhalten. Beim Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden wurde nur der Einfluf3 der
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GroBe des Systems untersucht, wobei deutlich wurde, dal3 die Diskretisierung der Zustidnde
mit abnehmender GroBe des Systems immer deutlicher zutage tritt, weil die einzelnen,
benachbarten Zusténde sich immer stérker unterscheiden.

Die Ordnung eines etwas groferen Systems ist ein neuer Gesichtspunkt, der EinfluB der
Ordnung auf das Quantensystem ist separat von dem EinfluB der Systemgrofle zu betrachten.
Verglichen mit der eher chemisch orientierten Sichtweise eines Festkorpers als einem
geordneten System miteinander wechselwirkender, individueller Teilchen (Atom-, Ionen- oder
Molekiilkristall), soll in dieser Betrachtungsweise das Geriist im Hintergrund stehen, das
Verhalten der Valenzelektronen im Vordergrund. Die Ionen strukturieren lediglich den Raum,
in dem sich die Elektronen authalten.

Prinzipiell gehoren alle Elektronen dem Gesamtkristall an. Aus den FErgebnissen von
spektroskopischen Messungen 146t sich allerdings schlu3folgern, da3 die niederenergetischeren
Elektronen, die erst durch sehr hochenergetische Photonen anregbar sind, sehr stark entartete
Energieeigenwerte aufweisen, wihrend bei den energiereichsten Elektronen die Entartung
weitgehend aufgehoben ist, die Eigenwerte die bekannte Bandstruktur zeigen. Zudem sind die
Zustinde mit den entarteten Energieeigenwerten durch eine relativ breite Energieliicke von den

Bandzustinden getrennt.

Abb.:Energieniveauschema von Natrium-Metall (Schulze 1974, 308)

Die Abstinde zwischen den einzelnen Energieeigenwerte der niederenegetischen Zustdnde
weichen kaum von den gemessenen Energiedifferenzen bei Einzelatomen ab. Die Ergebnisse
lassen sich zufriedenstellend interpetieren, wenn man annimmt, da3 die niederenergetischeren
Elektronen kaum dem Einflul des benachbarten Atomkerns spiiren und daher jeweils einem
einzelnen Atomkern zugeordnet werden konnen. Das Potential, das auf diese Elektronen
wirkt, unterscheidet sich kaum von dem, das sie in Einzelatomen erfahren. Dagegen
unterscheiden sich die Eigenzustinde der energiereichsten Elektronen, also der
Valenzelektronen, relativ stark von denen der Einzelatome. Fiir diese Elektronen mul} der
EinfluB des Geamtkristalls beriicksichtigt werden. Das Potential, das die Valenzelektronen
erfahren, unterscheidet sich relativ stirker von dem in Einzelatomen wirkenden Potential. Die
auf den ersten Blick willkiirlich scheinende Unterscheidung in innere Elektronen und
Valenzelektronen 148t sich durch spektroskopische Messungen rechtfertigen. Natiirlich
gehdren im Prinzip auch die inneren Elektronen zum Gesamtkristall, jedoch ist das Band der
Energieeigenwerte vergleichbarer Elektronen im Potential vergleichbarer Kerne so schmal, daf3
in guter Naherung eine vollstdndige Entartung angenommen werden kann (Bube 1981, 86).

Durch die Trennung hat man nicht nur erreicht, daB die Zahl der zu untersuchenden
Elektronen drastisch reduziert wird. In guter Nidherung kann auch davon ausgegangen werden,

daB alle interessierenden Elektronen - die Valenzelektronen - den gleichen Einfliissen durch
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das Potential des Gitters und des Restes der Valenzelektronen unterliegen. Dieses folgt aus
Uberlegungen zur Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit der einzelnen Elektronen. Die
Valenzelektronen sind sehr stark  delokalisiert, sie haben keine bevorzugte
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem eingeschriankten Bereich des Festkorpers, so daf3 sich
bei Entfernung eines jeden, einzelnen FElektrons die Gesamtladungsverteilung vergleichbar
dndert. Aufgrund dieser Voraussetzungen kann der Metallkristall mit seiner sehr groBen
Elektronenzahl mit einem Einelektronenansatz, wie es der Potentialtopfansatz ist, modelliert

werden.

Einflufl des Kristallgitters

Der ideal kristalline Festkorper zeichnet sich durch eine strenge Periodizitit in der Anordnung
der Gitterionen aus, die nur durch thermische Einfliisse abgemildert wird. Diese Periodizitét
soll bei der Modellierung durch einen Potentialtopf beriicksichtigt werden. Der
Potentialverlauf entlang einer ausgewdhlten Kristallachse zeigt niedrige Werte in der Néhe der

Kerne und Maxima zwischen den einzelnen Ionen.

Abb. Potentialverlauf in einem idealen, linearen Gitter. Die Punkte stellen die Atomriimpfe
dar. (Abb. aus: Ibach / Liith 1989, 111)

Eindimensionale Modellierung

Der Festkorper wird der Einfachheit halber durch ein eindimensionales Potential modelliert.
Die Aussagen iiber den Vergleich des eindimensionalen und dreidimensionalen Modells, die bei
dem einfachen Kastenpotential getroffen wurden, werden im Analogieschlu3 auf das Modell
mit einem periodischen Kastenpotential libertragen. Das eindimensionale Potential wird derart
modelliert, da3 es ein Schnittbild entlang einer ausgewéhlten Achse des Kristalls darstellt. Der
Potentialverlauf wird stark vereinfacht, soll aber auf realistischen Annahmen beruhen. Mit
dem stark vereinfachten Modell ist von vornherein keine groe Erwartung an die Genauigkeit
der erzielten Ergebnisse verbunden. Alle Energieeigenwerte enthalten nur die x-Kompomemte
Energie, wihrend die y- und z-Komponenten nicht beriicksichtigt werden. Fiir die Erklarung
von Eigenschaften sind aber oft nur die Uberginge zwischen Zustinden interessant, die auch
einer eindimensionalen Modellierung zugénglich sind. Die Aussagen dieses vereinfachten
Modells hinsichtlich der Energieeigenwerte und Eigenfunktionen der Valenzelektronen werden
hinterher mit den empirischen Daten verglichen. Es wird sich zeigen, dafl die Ergebnisse

qualitativ richtig sind und die Zahlenwerte die richtige GroBenordnung aufweisen. Modelle
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verschiedener Metalle sollen zum Vergleich der Eigenschaften der Metalle herangezogen
werden, um die Beschreibung und Erkldrung der Tendenzen zu ermdglichen.

Mit der eindimensionalen Modellierung sollen Aussagen iiber die relative Energie und
Verteilung der Valenzelektronen entlang der x-Achse des Kristalls in Abhdngigkeit von der
Quantenzahl ny gewonnen werden. Dazu wird beispielsweise aus einem wiirfelférmigen
Kristallit mit N3 Atomen und Z-N3 Valenzelektronen eine lineare Kette von N Atomen mit
Z-N Valenzelektronen herausgegriffen, die sich entlang der x-Achse erstreckt. Damit ist
gewihrleistet, dall die Zahl der Valenzelektronen einem ganzzahligen Vielfachen der Zahl der
Kristallbausteine entspricht, wie es fiir Festkrper mit einer stochiometrischen
Zusammensetzung typisch ist. Dieses ist eine Voraussetzung dafiir, dal die Ergebnisse der
Modellierung auf dreidimensionale Systeme anwendbar sind: Kristalline Festkdrper zeichnen
sich nicht nur dadurch aus, daB3 die Zahl der Kiristallbausteine und die Zahl der

Valenzelektronen gekoppelt sind, auch die Zahl der Bandzustinde ist dadurch bestimmt.

Modellierung durch ein Rechteckpotential

Der Festkorper wird durch ein periodisches Potential modelliert. Um die Auswirkungen eines
periodischen Potentials iiberhaupt auf die Eigenzustinde des Systems zu beriicksichtigen, soll
ein moglichst einfacher Potentialverlauf angenommen werden. Es mu3 formal lediglich der

Bedingung
V(x) = V(x+n-a)

geniigen, wobei a der Abstand zwischen zwei identischen Gitterionen ist. Diese Bedingung
wird selbstverstindlich von dem Coulombpotential erfiillt, dal die Valenzelektronen im
Kristallgitter erfahren (s. Abb. ...). Dieser Potentialverlauf ist analytisch schwer zu
beschreiben, er konnte durch eine Fourierreihe von Cosinusfunktionen dargestellt werden. Die
Bedingung wird aber auch von einfacheren Potentialen wie dem periodischen
Rechteckpotential - in der Festkorperphysik als Kroning-Penney-Potential bekannt - und dem

Cosinuspotential erfiillt.

{
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Abb. : Kroning-Penney-Potential mit den Kenndaten V(y (Hohe der Potentialbarriere), b
(Breite der Potentialbarriere) und a (Periodizitétslange)

- 148 -



Abb.: Cosinuspotential mit den Kenndaten V() (Amplitude der Cosinusfunktion) und a
(Periodizitétslange)

Ein Coulombpotential mul3 auf jeden Fall dann zugrundegelegt werden, wenn die vollstindige
Information iiber die moglichen Eigenfunktionen auch im Bereich des Atomrumpfes
gewlinscht wird. Sowohl das Cosinus- als auch das Rechteckpotential bertiicksichtigen nicht
den starken Potentialabfall im Bereich des Atomrumpfes. Eine Modellierung auf der Basis
dieser Potentiale kann deshalb keine Information iiber die vollstindige Knotenstruktur der
Eigenfunktionen innerhalb des Atomrumpfes und {iber richtige Absolutwerte der Energien
liefern. Mit beiden Potentialen 148t sich aber beriicksichtigen, dal3 ein periodisches Potential
mit Maxima in der Bindungsmitte vorliegt. Will man lediglich Informationen iiber den Verlauf
der FEigenfunktionen des Grundzustandes und mdglicher angeregter Zustinde fiir die
Valenzelektronen aufBlerhalb der Atomriimpfe und {iber die relative energetische Lage der
zugehorigen Eigenwerte, so kommt es darauf an, den Potentialverlauf auBerhalb des
Atomrumpfes bzw. am Rand des Atomrumpfs angemessen zu erfassen.

Bei den Metallen dndert sich das Potential aullerhalb des Atomrumpfes kaum, wihrend es
innerhalb des Rumpfes stark abfillt. Dieses kann in der Modellierung durch ein konstantes
Potential auBerhalb des Atomrumpfs beriicksichtigt werden. Unter Verzicht auf mogliche
Vorhersagen tiiber die richtige Knotenstruktur im Bereich des Atomrumpfes wird fiir diesen
Bereich ebenfalls ein konstantes, aber tieferes Potential angenommen. Die Tiefe des
Potentialtopfs soll die relative Anderung des Potentialverlaufs am Rande des Atomrumpfs
charakterisieren.

Der Potentialverlauf in der periodischen Struktur der Festkorper ist bei der Modellierung
durch ein Cosinus- oder Rechteckpotential durch die Periodizitétslinge a und die relative
Fliche der Potentialbarriere bzw. des Potentialtopfes gekennzeichnet. Bei einem
Rechteckpotential kann die relative Flache der Potentialbarrieren durch die Parameter Hohe
und Breite der Potentialbarriere variiert werden, wiahrend beim Cosinuspotential die relative
Flache der Potentialbarriere nur durch die Héhe der Amplitude des Potentials variierbar ist.
Ein Kennzeichen des Rechteckpotentials ist die fehlende Stetigkeit, die vor allem fiir eine
analytische Behandlung problematisch ist. Fiir die numerische Behandlung ist die mangelnde
Stetigkeit kein gravierendes Problem, da immer die Anderung des Potentials in einem
bestimmten Intervall untersucht wird.

Fiir die Modellierung eines Festkorpers durch ein eindimensionales, periodisches Potential
und die anschlieBende numerische Bearbeitung des Problems wird dem Rechteckpotential der
Vorzug gegeniiber dem Cosinuspotential gegeben, da nicht nur das Kennzeichen des
homogenen Potentials auferhalb der Atomriimpfe im Vordergrund steht, sondern auch die
Variabilitdt bei der Modellierung grofler ist und die Stetigkeitsprobleme fiir die Praxis von

untergeordneter Bedeutung sind.
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Bei der groBBen Zahl der Valenzelektronen in einem Metallkristallit kann in guter Naherung fiir
alle das gleiche Potential angenommen werden. Diese Valenzelektronen erfahren in der Nihe
der Kerne ein niedrigeres Potential als in Zwischengitterpositionen (s. Coulombpotential). In
der Modellierung durch ein Rechteckpotential wird dies durch einen "Potentialtopf" der Breite
a-b fiir den Bereich des Atomrumpfes und durch eine Potentialbarriere der Breite b fiir den
Bereich auBBerhalb des Atomrumpfes beriicksichtigt (s. Abb....).

Fiir dieses Potential werden mit dem dargestellten numerischen Verfahren (s. Abschnitt B
1.2.) Eigenzustinde der zugehdrigen stationdren Schrédingergleichung gesucht, deren

Eigenfunktion und Energieeigenwert angegeben wird.

4.2.3.2. Zur Bestimmung der Modellparameter aus empirischen Daten
Fiir die Modellierung muf3 der Potentialverlauf fiir das n-te Valenzelektron, der durch das

Ionengitter und die n-1 Valenzelektronen entlang einer Kristallachse bewirkt wird, beschrieben
werden. Der Potentialverlauf in einem Kristall ist analytisch schwer zu beschreiben, da es sich
um die Uberlagerung von Coulombpotentialen (verursacht durch die Punktladungen der Kerne)
und den Potentialen der ausgedehnten Ladungsverteilungen der Elektronen handelt. Er kann
zwar prinzipiell einfach durch die Aufaddierung aller Einzelpotentiale ermittelt werden, wenn
die Ladungsverteilung bekannt ist. Dem stehen aber aufgrund der Grofe des Systems
erhebliche Schwierigkeiten bei der Umsetzung entgegen.

Die Gewinnung des Potentialverlaufs sollte fiir Schiiler durchschaubar sein und nach
Moglichkeit mit den Vorkenntnissen aus der klassischen Physik von ihnen selbst zu leisten
sein. Durch die Trennung des Mikrosystems in Geriist und Valenzelektronen liegt es nahe,
den Potentialverlauf auf der Basis der Ladungsverteilung des Gitters abzuschitzen. Da bei
Alkalimetallatomen die Kernladung auflerhalb des Atomrumpfs weitgehend abgeschirmt ist
durch die Rumpfelektronen, kann der Atomrumpf wie eine geladene Kugel behandelt werden,
deren Potential fiir den Bereich auBerhalb des Atomrumpfs mit einfachen elektrostatischen
Uberlegungen zu ermitteln ist. Eine grobe Abschitzung des Potentialverlaufs mit
elektrostatischen Uberlegungen wird der Vorzug zu geben sein gegeniiber einer Abschiitzung,
die sich nur vom Ergebnis her rechtfertigen 146t und die Schiilern eher wie "Zauberei"

vorkommen mulf3.

Die kennzeichnenden Groflen sind die Periodizititslange a, die Tiefe des Potentialtopfes a-b
und die Tiefe des Potentialtopfes V,. Diese GroBen sollen nach Moglichkeit auf der Basis von

atomaren oder kristallinen Kenngrof3en abgeschétzt werden. Dabei wird im Zweifelsfall der
groben Abschitzung auf der Basis gebrduchlicher Kenngroen der Vorzug gegeniiber einer

rechnerischen Ermittlung der Kenngréfen gegeben werden.
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Am einfachsten ist die Abschitzung der Periodizititsliinge a, die dem Abstand zweier
identischer Atomkerne in einer definierten Achsenrichtung im Kristallgitter entspricht, diese
GroBe ist kristallographisch durch Rontgenbeugung gut bestimmbar. Der Abstand variiert
allerdings je nach Kristallgittertyp, der Gittertyp mufl bekannt sein. Fiir reine Metalle ist die
Periodizititsldnge a identisch mit dem Atomdurchmesser fiir das elementare Metall.
Wesentlich fiir die Bestimmung der Breite des Potentialtopfes a-b ist, da3 sich das Potential
innerhalb des Atomrumpfes wesentlich von dem aufBlerhalb des Rumpfes unterscheidet. Als
Breite des Potentialtopfes wird der Durchmesser des Atomrumpfes angenommen. Bei einem
Alkalimetall sind die Atomriimpfe einfach positive Ionen, deshalb wird der Durchmesser des
Atomrumpfes mit dem lonendurchmesser gleichgesetzt. Die Grofe der Ionen ist allerdings
nicht unmittelbar durch kristallographische Messungen bestimmbar, da Natriumionen alleine
kein Gitter bilden konnen - es gibt keine dichteste Packung allein von Natriumionen. Sie sind
durch indirekte Messungen ndherungswerise bestimmbar, indem man z.B. die
kristallographischen Daten verschiedener natriumhaltiger Salze untereinander und mit denen
anderer Salze vergleicht. Auch die Interpretation von Ro&ntgenbeugungsaufnahmen zur
Elektronendichtebestimmung liefert Hinweise auf die Grofle der Ionen. Allerdings ist die
Grofe der Ionen keine absolut definierbare und bestimmbare GréB3e, da Ionen wie alle Systeme
mit gebundenen Elektronen keinen "harten" Rand aufweisen, an dem die Elektronendichte
schlagartig auf Null zuriickgeht. Diese prinzipielle Schwierigkeit wird noch dadurch
vergroBert, dafl die lonen immer vergesellschaftet mit anderen Bausteinen (negative lonen oder
Elektronen) Kristalle bilden und man so nie eindeutig entscheiden kann, wo der Raumbedarf
des Natriumions aufhort und der des anderen Bausteins beginnt. Auch der Platzbedarf des
Natriumions kann sich je nach Art des anderen Bausteins dndern. Aus diesem Grunde findet
man in verschiedenen Tabellen unterschiedliche Angaben fiir Ionenradien, die jeweils in sich
konsistent und nach einer Methode bestimmt wurden. 57 Fiir die Alkalimetalle wird in der
Modellierung zugrundegelegt, da3 die Metallionen als Gitterbausteine anzusehen sind und die
Valenzelektronen sich innerhalb des Gitters verteilen. Die Grofe der Gitterionen wird der
Grofe der Atomriimpfe gleichgesetzt.

Die Potentialbarriere kennzeichnet den Raum, in dem die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der
Rumpfelektronen vernachldssigbar wird. Nur die Valenzelektronen besitzen dort eine grofere
Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Die Breite der Potentialbarriere b wird als die Differenz aus
Periodizitétsldnge des Kristalls a und dem Ionendurchmesser angenommen.

Am schwierigsten ist eine sinnvolle Annahme der Tiefe des Potentialtopfes V. Sie
charakterisiert die Differenz der Potentiale innerhalb und auBlerhalb des Atomrumpfes. Im

Bereich des Rumpfes dhnelt das Potential sehr dem Coulombpotential und verringert sich

57 Die Unterschiede betragen durchaus bis zu 5-10% , wie ein Vergleich der Werte von
Kittel (1989,104) und Hering (1989, Anhang) zeigt. Fur Vergleiche zwischen verschiedenen
Elementen ist es deshalb ratsam, sich auf eine Tabelle festzulegen.
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somit stark mit abnehmendem r. Dagegen ist das Potential im Bereich auBlerhalb des Rumpfes

anndhernd konstant (Kittel 1989, 282). Um verschiedene Metalle zu vergleichen, mufl man die

Hohe der Potentialbarriere auf vergleichbare Weise bestimmen. Es gibt dazu zwei prinzipiell

verschiedene Herangehensweisen: 58

a)  Durch eine Ndherungsmethode bestimmt man das Potential oder das durchschnittliche
Potential an zwei Bezugspunkten innerhalb und auBlerhalb des Atomrumpfes. Die Tiefe
des Potentialtopfes entspricht der Differenz der Potentiale.

b) Man behandelt die Tiefe des Potentialtopfes als empirischen Parameter, um die

Ergebnisse an die MeBwerte anzupassen.

Zu a)

Die erste Vorgehensweise hat den Vorteil, da3 sie physikalisch besser begriindbar ist. Die
praktische Umsetzung ist allerdings schwierig. Fiir die Wahl der Bezugspunkte kann z.B. der
Rand des Atomrumpfes (= lonenradius) flir das Potential innerhalb der Potentialsenke und die
Mitte zwischen zwei Atomkernen (= halbe Periodenlinge) fiir das Potential innerhalb der
Potentialbarriere hernagezogen werden. Wéahrend der zweite Bezugspunkt relativ
unproblematisch wegen des annidhernd konstanten Potentials auerhalb des Atomrumpfes ist,
ist der erste Bezugspunkt auBerordentlich problematisch wegen der starken Ortsabhidngigkeit
des Potentials innerhalb des Rumpfes - jeder andere Bezugspunkt wére es aber auch!

Fiir eine erste, grobe Abschitzung kann das Potential eines eindimensionalen Gitters berechnet
werden, das nur durch die Rumpfionen hervorgerufen wird. Bei freien Atomen entspricht der
Potentialverlauf fiir Valenzelektronen bei gro3en Radien dem eines Wasserstoffatoms mit Z =
1, da die Rumpfelektronen die Kernladung abschirmen (Mayer-Kuckuk 1977, 168.). Die Zahl
der zu beriicksichtigenden Ionen kann variiert werden, fiir eine erste grobe Abschdtzung des
Potentialverlaufs zwischen zwei Gitterionen wird man sich auf die unmittelbar benachbarten
Ionen beschrianken. Diese rein elektrostatisch durchzufiihrende Abschitzung des
Potentialverlaufs eines Systems von Punktladungen ist relativ einfach moglich und gibt einen
Hinweis auf die Groenordnung der Potentialdifferenzen. Dabei wird beriicksichtigt, da3 die
Potentialdifferenzen innerhalb eines Gitters, das nur aus einer Sorte von Gitterionen besteht,
umso hoher sein werden, je geringer der Abstand der Gitterionen ist. Da hoher geladene
Rumpfionen - z.B. bei den Erdalkalimetallen - stets auch mit einem geringeren Atomradius und
einem vergleichsweise noch geringeren lonenradius verbunden sind, kann der EinfluB der

Rumpfladung durch die Wahl der Bezugspunkte beriicksichtigt werden.

58 Die beiden unterschiedlichen Herangehensweisen sind der ab-initio-Quantenchemie, die
alle Parameter aus der Modellannahme selbst berechnet, und der semiempirischen
Quantenchemie, die experimentell abgesicherte, aber nicht aus der Modellannahme heraus
begriindbare Parameter - wie die Ionisierungsenergie oder Elektronegativitat - benutzt,
vergleichbar.
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Zu b)
Die Abschitzung eines Parameters vom Ergebnis her ist zunidchst immer unbefriedigend, weil
sie nicht aus den Modellannahmen zu begriinden ist. Andererseits sind die numerische
Quantenchemie und Teile der Festkorperphysik geprigt von semiempirischen Methoden, fiir
die eine Abschétzung der Parameter aufgrund von empirischen Grofen charakteristisch ist.
Um einen schnellen Uberblick zu erhalten, ist es in der Modellierung von Festkdrpern
durchaus iiblich, zundchst ein Kroning-Penney-Potential anzusetzen und die Fliche der
Potentialbarriere z.B iiber ihre Hohe so zu optimieren, daBl eine moglichst gute
Ubereinstimmung zwischen berechneter und gemessener Bandliicke erreicht wird. Im
Anschlufl daran kann eine Berechnung mit selbstkonsistenten Potentialen nach a) erfolgen
(Cohen 1980, 12).
Bei einer eindimensionalen Modellierung eines dreidimensionalen Festkorpers ist generell
damit zu rechnen, daB3 die Bandliicke groBer und die die Bandbreite geringer ausfillt als bei
einer dreidimensionalen Modellierung (s. S. ...). Durch eine empirisch begriindete Wahl der
Hoéhe der Potentialschwelle konnte dieser Effekt evtl. etwas aufgefangen werden.
Fiir eine empirische Wahl der Tiefe des Potentialtopfes sollte man folgende Charakteristiken
eines abgeschirmten Coulombpotentials beachten:
- Je grofer der Radius des Atomrumpfes ist, desto geringer wird die Steigung der
Potentialkurve.
- Je hoher die Ladung des Atomrumpfes ist, desto grofer wird die Steigung der
Potentialkurve.
Ein tiefer Potentialtopf tritt dort auf, wo starke Potentialunterschiede auf einer kurzen
Distanz auftreten. Nach den oben genannten Charakteristiken des Coulombpotentials wird
dies besonders bei kleinen Atomen mit einer hohen Anzahl von Valenzelektronen (und damit
hoher Rumpfladung) der Fall sein, wihrend gro3e Atome mit nur einem Valenzelektron durch
relativ geringe Potentialunterschiede fiir den Bereich innerhalb und auferhalb des
Atomrumpfes gekennzeichnet sein sollten.
Nun sind genau diese beiden Parameter - Atomvolumen und Zahl der Valenzelektronen -
notwendig, um mit dem Modell des freien Elektronengases die Fermienergie Wg (als Energie
des obersten besetzten Zustandes) zu bestimmen (s. Abschnitt B. 5.2.2.). Die Fermienergie ist
besonders gering fiir Kristalle mit einer geringen Valenzelektronendichte. Als tabellarisch
erfalite und leicht berechenbare Grofe kann sie zur relativen Abstufung der Hohe der
Potentialschwelle fiir verschiedene Kristalle dienen, da sie genau in der Weise von den
atomaren Kenndaten abhingt wie die riumliche Anderung des Coulombpotentials eines
Atomrumpfes innerhalb eines Kristalls.
Als ein Ansatz fiir den Betrag der Hohe der Potentialschwelle bei Kristallen, die nur aus einem

Element gebildet werden, kann die Ndherung von
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V= Fehler! Wy
angenommen werden, wie sie sich bei den sogenannten Pseudopotentialen bewéhrt hat 3°. Der
Faktor 2/3 kann durchaus gedndert werden, wenn er sich als unzulidnglich zeigt, da er sich nur
bei den anders gearteten Berechnungen auf der Basis von Pseudopotentialen bewéhrt hat. Die
Fermienergie als ein Parameter zur Abschétzung der Hohe der Potentialschwelle ist dadurch
begriindet, dal sie mit der Steigung des Coulombpotentials zwischen der Grenze des
Atomrumpfes und der Mitte zwischen zwei Atomriimpfen korreliert. Die Steigung des
Coulombpotentials in diesem Bereich bestimmt die Anderung des Potentials innerhalb einer

bestimmten Strecke und damit die Hohe der Potentialstufe.

Bestimmung von Vj: Wegen der Durchschaubarkeit und fiir einsichtigeren Begriindung der

Modellparameter wird die Héhe der Potentialschwelle durch eine Berechnung auf der Basis
der Coulombpotentiale von einzelnen Atomriimpfen gewonnen, obwohl die Ergebnisse evtl.
etwas schlechter sind als bei der Annahme einer Potentialschwelle in der Hohe von 2/3 der

Fermienergie. Die Argumentation zur Gewinnung von V(y auf der Basis der Fermienergie ist

zwar nachzuvollziehen, bedarf aber einer eher umfangreichen Argumentation, um nicht wie die
reinste Willkiir und als Griff in die Trickkiste der Physik zu erscheinen. Berechnet man den
Potentialverlauf iiber die Coulombpotentiale von Punktladungen, so kann zwar die Wahl der
Bezugspunkte willkiirlich erscheinen, bei dem Potentialverlauf ist aber klar, da nicht alle
Einfliisse beriicksichtigt werden konnen, so dall der Charakter einer groben Abschdtzung
deutlicher wird.

Der Potentialverlauf wird fiir den Bereich auflerhalb des Atomrumpfs durch die Addition der
Coulombpotentiale V; und V, von zwei benachbarten Punktladungenl und 2 der Ladung +1
und dem Abstand a = 2r, ermittelt.

39 Bei den Pseudopotentialen wird eine viel extremere Naherung gewihlt, die die
Knotenstruktur der Eigenfunktionen der Valenzelektronen innerhalb des Rumpfes uiberhauf3t
nicht beruicksichtigt und nur an der Verteilung der Valenzelektronen auflerhalb der Atomriimpfe
und an guten Energieeigenwerten interessiert ist: Es wird fur den Bereich des Rumpfes ein
hoheres Potential angenommen als au3erhalb. In der einfachsten Naherung ist das Potential
innerhalb des Rumpfes Null, au3erhalb des Rumpfes nimmt es einen Verlauf gemédll V = -Ze/r
(Rumpfladung: Z) an. Berucksichtigt man noch die Abschirmung des Potentials, so nimmt diese
Energiefunktion den Grenzwert von V =-2/3 Ef fur groe Abstiande von den Atomkernen an.

Die "Umkehrung" der wahren Potentialverhéltnisse in einem Kristallgitter ist fur
Festkorperphysiker, die sich nicht fur das Verhalten der Valenzelektronen innerhalb des
Rumpfes interessieren, recht niitzlich. Sie wissen, zu welchem Zweck diese Umkehrung benutzt
wurde, fur einen Anfanger ist sie aber - zu Recht - sehr verwirrend, weil sie den klassischen
Kenntnissen tiber das Potential von Ladungsverteilungen total widerspricht. Auch wenn das
Pseudopotential bessere Ergebnisse liefert als eine Potentialfunktion mit Minima an den Kernen,
ist die Verwendung dieser Pseudopotentiale keine Alternative.
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Atomkern 1 Atomkern 2

O O

Fiir den Bereich zwischen den beiden Punktladungen im Abstand 2ry erhélt man V(r) durch die
Addition der Colombpotentiale V1 und V7:

V,(r) = Fehler!
V,(r) = Fehler!

V(r)=V; + V, = Fehler!fiir r; <r <2ry1j

Es wird das Potential V; und V4 an zwei Bezugspunkten rj und ry berechnet. Das Potential V;

wird flir das Innere des Atomrumpfs als konstant angesetzt und stellt den Nullpunkt dar. Die
Differenz Vg - V; dient zur Modellierung des Potentialwalls zwischen den Atomriimpfen,

dessen Hohe durch
Vo=1/2(V,-Vj

angendhert wird. 60

Abb.: Zur Berechnung der Hohe der Potentialschwelle

60 Mit dem Abschneiden des Potentials innerhalb des Atomrumpfs wird erreicht, da$} alle
Grundzustande bei der Modellierung verschiedener Alkalimetalle den 1s-Zustanden dhneln und
die Knotenstruktur innerhalb des Rumpfes vernachléssigt wird. Mit dem Wert von V(= 1/2

Vmax soll die Flache der Rechteckpotentialbarriere der der uberlagerten Coulombpotentiale

angenahert werden. Die GroBe der entstehenden Bandlicke bei einem Rechteckpotential ist nur
von der relativen Flache der Potentialbarriere abhangig (Kittel 1989, 200ft.)
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Tiefe des Potentialtopfes V:

Die Tiefe des Potentialtopfes wird fiir alle Modellierungen einheitlich mit 10 eV angesetzt.
Die Abschitzung der Tiefe des Potentialtopfes auf der Basis von Coulombpotentialen der
einzelnen Atomkene erscheint zwar relativ einfach. Die Fehler durch eine Vernachldsigung der
Coulombabstofung durch die Valenzelektronen sowie der Coulombanziehung durch die
anderen Atomkerne wiirde an der Grenzfliche aber zu groBeren Fehlern fiihren als bei der
Potentialberechnung zur Ermittlung der Hohe der Potentialschwelle. Zur Berechnung der
Wandhohe miissen Absolutwerte des Potentials berechnet werden, die mit stirkeren Fehlern
behaftet sind als die Potentialdifferenzen, die man zur Ermittlung der Hohe der
Potentialschwellen benétigt. Da die Hohe des Potentialtopfes insgesamt fiir das Problem der

Festkorper eher beildufig ist, wird seine Hohe einheitlich auf 10 eV festgelegt.

Parameter bei der Modellierung der Alkalimetalle

Es werden nur Hauptgruppenmetalle modelliert, bei denen alle Valenzelektronen zur &ufleren
Schale gehoren - die Valenzelektronen weisen von allen Elektronen des Atoms die hochste
Hauptquantenzahl auf. Diese Einschrinkung erscheint sinnvoll, da so die klare Trennung von
Atomrumpf und Valenzelektronen bei der Modellierung gut gerechtfertigt ist.
Ubergangsmetalle sind dadurch charakterisiert, daB d-Elektronen der vorletzten Schale auch
Valenzelektronen bilden, so dafl die Zuordnung von Elektronen zum Rumpf nicht mehr so
eindeutig moglich ist wie bei den Hauptgruppenelementen. Damit wird die Modellierung des
Potentialverlaufs in einem Kiristall mit einem Rechteckpotential problematischer. Die
Charakteristika konnen auch an Hauptgruppenmetallen gezeigt werden, so dafl ohne weiteres
auf die Nebengruppenmetalle verzichtet werden kann. Als Modellbeispiel fiir ein typisches
Metall soll Natrium dienen. Andere Alkalimetalle und Erdalkalimetalle werden zum Vergleich
herangezogen.

Natrium liegt als Kristall im kubisch raumzentrierten Gitter (Koordinationszahl 8) vor wie die
anderen Alkalimetalle auch. Die eindimensionale Modellierung erfolgt entlang einer Achse mit
niedrigstmdglichen Kernabstédnden.

Fiir die Modellierung der Hauptgruppenmetalle werden folgende Parameter herangezogen:
- kovalenter Atomradius rp: Der durchschnittlicher Abstand a zweier Atomkerne entlang

einer Achse im Kristallgitter bei Zimmertemperatur entspricht dem Atomdurchmesser
2r,, dabei wird der Kovalenzradius zugrundegelegt (Daten nach PSE 1985)

a=2r,
- lonenradius 1;: Der Radius des Atomrumpfes wird mit dem lonenradius gleichgesetzt,

wobei der Radius von Ionen mit gleicher Koordinationszahl (hier 6) und der Ladung Z,
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wobei Z der Zahl der Valenzelektronen entspricht (Daten nach PSE

herangezogen wird. Aus dem Wert wird die Breite des Potentialtopfes b nach

b:21‘i

1985),

bzw. des Potentialwalls a-b nach
a-b = 2r, - 2r;

bestimmt.
- Das Coulombpotential einer einfach positiven Punktladung fiir Absténde r > rj:

V = Fehler!

Damit ergeben sich die folgenden Parameter fiir die Alkalimetalle und Magnesium:

Metall I, in nm a in nm r; innm b in nm
Lithium 0,152 0,304 0,076 0,152
Natrium 0,186 0,372 0,102 0,168
Césium 0,266 0,532 0,167 0,198
Magnesium | 0,160 0,320 0,072 0,176

a) Ermittlung der Breite b der Potentialsenken und ihres Absstandes a

Metall V,ineV V;ineV VpineV
Lithium 18,95 25,26 3,16
Natrium 15,48 19,45 1,98
Cisium 10,83 12,30 0,74
Magnesium | 18,00 25,81 3,90

b) Ermittlung der Hohe der Potentialschwellen V

Um den Vergleich Atom / Festkorper durchfiihren zu konnen, werden Simulationen fiir
Systeme der Lange a (ein Atom) sowie 4a ("Festkorper" der Lange von 4 Atomdurchmessern
mit periodischem Potential) durchgefiihrt.

4.2.3.4. Darstellung der Modellierung von Natrium

Es werden Natriummodellsysteme verschiedener Grofle untersucht. Die Modellsysteme
erstrecken sich iiber einen, zwei und vier Atomdurchmesser (Nal, Na2, Na4), wobei
besonders das groBte und kleinste Systm zur Auswertung herangezogen werden. Das
Modellsystem Na2 wird nur am Rande beriicksichtigt.
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- Das Modellpotential
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Abb. Modellpotential fiir ein Natriumsystem der Lange 4a (Na4)°¢!

2.5 nanometers .

Fiir ein einzelnes Natriumatom wird der Potentialverlauf durch ein Rechsteckpotential mit
einer Potentialsenke der Tiefe V( und der Breite des Ionenradis rj = a-b angenihert.

61 Die Modellierung mit dem Rechteckpotential wird mit dem Programm cT auf dem
Macintosh durchgefuhrt. Der Potentialverlauf kann dabei entweder per Hand oder automatisch
nach Eingabe der Kenndaten (Potentialtopfbreite, Potentialtopftiefe, Zahl der Potentialbarrieren,
Barrierenbreite und -hohe) gezeichnet werden. Die Zahl der Barrieren ist auf 3 begrenzt, die
maximale Breite des Systems auf 2 nm, die maximale Potentialtopftiefe auf 10 V. Da ich wegen
der besseren Reproduzierbarkeit eine automatische Zeichnung des Potentialtopfes durch das
Prpgramm bevorzuge, werden die Rander des Potentialtofes der Einfachheit halber ohne weitere
Stufen gezeichnet.
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Abb.: Modellpotential fiir ein einzelnen Natriumatom (Nal)

- Energieeigenwerte und Eigenfunktionen als Ergebnisse der Simulation
Als unmittelbares Ergebnis erhdlt man Eigenfunktionen und Energieeigenwerte von Zustéinden
mit den Quantenzahlen n = 1,2,3,... . In den folgenden Abbildungen werden ausgewéhlte
Eigenfunktion mit dem zugehorigen Potentialtopf und der entsprechenden Lage der

Energieeigenwerte gezeigt.

A

Energie

1,00 eV n=1

Abb.: Grundzustand (n=1) fiir das Natriummodellsystem Na4
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Energie

1,42 eV e | e—— n=2

Abb.: Zustand mit n=2 fiir das Natiummodellsystem Na4

Energie

I}
o~

2,56 eV S— n

Abb.: Zustand mit n=4 fiir das Natiummodellsystem Na4
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Energie
4,52 eV S S n=5
Abb.: Zustand mit n=5 fiir das Natiummodellsystem Na4
e A AN AN A
P VRV VRN '
Energie

Abb.: Zustand mit n=8 fiir das Natiummodellsystem Na4

- 161 -



n=

BN -
—
P

n=>5

- = 7 n=4
= n=3

—_i'-;? | =] _=__£ n=
__— n=1

Abb.: Die ersten 8 Eigenfunktionen fiir das Natriummodellsystem Na4

Zum Vergleich die Eigenfunktionen filir ein einzelnes Natriuvamtom sowie fiir das

Modellsystem Na2 in eindimensionaler Modellierung:

A

Energie —‘//\
6,18 eV \//I—— n=2

1,71 eV

CD

Abb.: die erste Eigenfunktionen fiir ein einzelnes Natriumatom
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Energie

1,23 eV

n=1

Abb.: Grundzustand n=1 fiir das Natriummodellsystem Na2

_

A

7,87 eV

Energie

_

N
\/
N

\
A

5,07 V n:3
2,10eV R
—1 =
——

1,23 eV n=1
Abb.: Grundzustand n=1 fiir das Natriummodellsystem Na2
Energieeigenwerte von Systemen verschiedener Grof3e
System Nal System Na2 System Na4
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n=1 1,23 eV n=1 1,00 eV

n=1 1,71 eV n=2 1,42 eV
n=2 2,10eV n=3 2,10eV

n=4 2,56 eV

n=3 5,07 eV n=>5 452 eV

n=2 6,18 eV n=6 5,98 eV
n=4 7,87 eV n=7 7,70 eV

n==8 9,46 eV

Natrium modelliert mit einem periodischen eindimensionalen Potentialtopf - Energien fiir die
einzelnen Zustdnde in eV

- Interpretation der Ergebnisse
- Kennzeichen der Eigenzustéinde

Die Eigenzustinde werden durch die periodischen Potentialbarrieren sowohl hinsichlich des
Eigenwertes als auch der Eigenfunktionen beeinfluflt. Die 2. Ableitung der Eigenfunktion - ihre
Kriimmung - wird durch die Differenz des Energieeigenwerts Wy und des Potentials V(x)

sowie durch den Funktionswert y(x) bestimmt.
d*y(x) 2m
- W - V) ()
In Bereich hohen Potentials V(x) ist die Kriimmung demzufolge gering, wenn sowohl der
Funktionswert y(x) als auch der Eigenwert Wy, gering sind. Liegt das lokale Potential V(x) tiber

dem Energieeigenwert Wp, so wechselt die Kriimmung das Vorzeichen, so daB3 die

Eigenfunktion in dem Bereich hohen Potenials exponentiell abfillt. Verglichen mit den
Eigenzustinden bei einem Potentialtopf mit homogenem Potential werden die Eigenzustinde
dann besonders stark gestort, wenn im Bereich einer Potentialstorung V(x) besonders hohe
Funktionswerte y(X) auftreten.

Beim Grundzustand n=1 des Systems Na4 treten im Bereich hohen Potentials gleichzeitig
relativ hohe Funktionswerte y(x) auf, so da die Kriimmung der Eigenfunktion in diesen
Bereichen das Vorzeichen wechselt, so da3 die Funktionswerte hier gegeniiber der ungestorten
Eigenfunktion im Potentialtopf mit homogenem Potential abfallen. Der Energieeigenwert ist
um 0,86 eV erhoht, weil die Kriimmung in den Bereichen des niedrigen Potentials hoher
ausfallen muf}, damit die Eigenfunktion den gleichen Knotenabstand aufweist wie beim
Potentialtiopf mit homogenem Potential. Fiir den Zustand n=2 gilt im Vergleich mit dem
Potentialtopf mit homogenem Potential das entsprechende, die relative Erhohung des
Energieeigenwerts um 0,84 eV fillt kaum geringer aus als beim Zustand n=1. Anders verhélt es
sich beim Zustand n=4, der energetisch nur um 0,27 eV erhoht ist. Die Eigenfunktion weist im
Bereich der Potentialbarrieren Knoten auf, so daB3 hier die Kriimmung trotz des hohen

Potentials kaum beeinfluf3t wird.
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Der Zustand n=5 ist wiederum durch sehr hohe Funktionswerte im Bereich der
Potentialbarieren gekennzeichnet, so daf3 die Kriimmung hier relativ stark verringert wird. Da
der Eigenwert iiber dem oOrtlichen Potential V(x) liegt, wechselt die Kriimmung zwar nicht
mehr das Vorzeichen, wird aber trotzdem stark beinflu3t. Der Energieeigenwert steigt mit 0,95
eV gegeniiber dem Potentialtopf mit homogenem Potential relativ stark an. Uber die Zustinde
n=6 und n=7 fillt die Energiedifferenz beim Zustand n=8 bis auf 0,62 eV ab. Die
Eigenfunktion dieses Zustands weist in jeder Potentialbarriere einen Knoten auf, zusétzlich
jeweils einen Knoten in der Mitte des Bereichs mit tieferem Potential.

Die Zustinde 1 bis 4 weisen eine Gemeinsamkeit auf, die im Fehlen der Knoten in den
Bereichen tieferen Potentials besteht. Die Zustidnde 5 bis 8 weisen dagegen jeweils in jedem
Bereich tieferen Potentials immer einen Knoten auf.Die Zustinde 4 und 5 sind durch eine
einen ungewdhnlich hohen Energieabstand getrennt. Gegeniiber der Modellierung mit einem
homogenem Potential ist der Abstand der Eigenwerte um 0,68 eV vergrofBert. Die Eigenwerte 1
bis 4 riicken dichter zusammen, sie bilden ein Band. In abgeschwéchter Form gilt das auch fiir
die Zustdinde 5 bis 8, die durch das periodische Potential nicht mehr so stark beeinfluf3t

werden wie die unteren Zustidnde.

- Erklérungen mit Hilfe der Kenntnis der Eigenzusténde
Im ersten Schritt miissen die Zustinde der verschiedenen Systeme zugeordnet werden, da fiir

den grofBten Teil der Auswertung nur die Kenntnis der Energieeigenwerte und Eigenfunktionen
der besetzten Zustinde von Systemen verschiedener Grofe nétig ist. Da pro Atom ein
Valenzelektron zur Verfligung steht, ist bei dem System Nal nur der erste Zustand n=1 mit
einem Elektron besetzt. Bei dem System Na2 ist der Zustand n=1 mit zwei Elektronen, beim
System Na4 sind die unteren beiden Zustinde mit jeweils zwei Elektronen besetzt. Alle
weiteren Zustidnde sind im Grundzustand unbesetzt.

Bildet man das Quadrat der Eigenfunktion, so erhdlt man Aussagen {iber die Verteilung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den verschiedenen Zustinden. Der besetzten Zustinde des
Systems Na4 zeichnen sich dadurch aus, daBl die Aufenthaltswahrscheinlichkeit relativ
gleichméBig verteilt ist mit ortlichen Maxima in der Position der Kerne. Bildet man die Summe

der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der besetzten Zustande
N

n=—

1
Loy =~ [;()

n=1
so wird es noch deutlicher als bei der Betrachtung der Einzelzustinde. Die Ladungsverteilung
weist eine erkennbare Periodizitit auf. Vergleicht man die besetzten Zustinde mit dem
Zustand n=1 des Systems Nal, so erkennt man, daB die Verteilung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit bezogen auf ein Einzelatom weitgehend unabhédngig von der

GroBe des Systems ist. Allerdings tritt bei vergroBerten Systemen eine erhdhte
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Elektronendichte zwischen den Kernen auf. Die besetzten Eigenzustinde der Systeme Na2
und Na4 liegen energetisch unter dem Zustand n=1 des Einzelatoms.

Bei den unbesetzten Zustinden konnen zwei Gruppen unterschieden werden. Die Zustinde
n=3 und n=4 errgeben eine Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich jedes
Atoms, die ebenfalls der des FEinzelatoms 1im Zustand n=1 &dhnelt. Die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen den Kernen nimmt verglichen mit den unteren
Zustinden und dem FEinzelatom ab, die Energiecigenwerte liegen {iber denen des Einzelatoms.
Die Zustinde 5 > n > 8 weisen sowohl hinsichtlich der Verteilung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit als auch der Energieeigenwerte Ahnlichkeit mit dem Zustand
n=2 des Einzelatoms auf. Alle diese Zutinde weisen mindestens ein Minimum der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit pro Atom auf, wobei in der Regel immer ein Minimum im
Bereich des Atomrumpfes liegt.

Schon bei der Grofle von 4 Atomdurchmessern ist die Entstehung der Bandstruktur bei den
Energieeigenwerten erkennbar. Die ersten 4 Zustinde sind energetisch weniger voneinander
getrennt als der 4. und 5. Zustand, der Abstand der Zustdnde 5 - 9 untereinander ist wieder
geringer. Die Zustinde 1 - 4 bilden das erste Band, das halb mit Valenzelektronen besetzt ist,
die Zustdnde 5 - 9 bilden das zweite Band. Die Bandbreite des ersten Bandes ist mit ca. 1,5 eV
geringer als die des zweiten Bandes mit ca. 5 eV, die Bandliicke betréigt ca. 2 eV.

Die Zusténde in der jeweils unteren Bandhélfte weisen im Beich zwischen den Atomkernen
verglichen mit dem FEinzelatom im Mittel eine hohere Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf,
wihrend die Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei den Zustinden der jeweils oberen Bandhélfte
fiir diesen Bereich vermindert ist. Beim Natrium sind nur die Zustdnde der unteren Hilfte des
ersten Bandes besetzt,.die energetisch durchweg tiefer liegen als der besetzte Zustand im
Einzelatom. Je stirker die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auflerhalb der Atomriimpfe
gegeniiber einem Einzelatom erhoht ist, desto stirker sinkt auch der entsprechende
Energieeigenwert gegeniiber dem vergleichbaren Zustand des Einzelatoms ab.

Bei den unbesetzten Zustinden der oberen Bandhilfte geht die Verminderung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit auflerhalb der Atomriimpfe stets einher mit mit einer
Anhebung des Energieeigenwerts gegeniiber dem Einzelatom. Die unbesetzten Zustinde des
zweiten Bandes konnen auch wieder in solche der unteren Bandhilfte, die energetisch
gegeniiber dem Einzelatom bevorzugt sind, und solche der oberen Bandhilfte, die energetisch
gegeniiber dem Einzelatom benateiligt sind, unterschieden werden. Die Zustinde des zweiten
Bandes weisen Minima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit innerhalb der Atomriimpfe auf,

was verbunden ist mit hohen Energieeigenwerten.
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4.2.4. Erklarung von Phanomenen
4.2.4.1. Chemische Phanomene

Bindungsenergie und chemische Bindung

Um das Phianomen der chemischen Bindung zu erkldren, mul man eine Begriindung dafiir
finden, dal der Festkorper oder auch ein Agglomerat aus wenigen Atomen stabiler ist als das
einzelne Atom. Die chemische Bindung kann sowohl iiber die Energie als auch iiber die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit erklart werden.

Die Modellierung beriicksichtigt die elektronische Energie, die sich aus der Wechselwirkung
zwischen den Valenzelektronen und dem Kiristallgitter ergibt. Wechselwirkungen der
Valenzelektronen untereinander und der Kerne werden nicht beriicksichtigt, da sich diese
Terme bei einem Festkorper mit einer Vielzahl von Kristallbausteinen nahezu ausgleichen
diirften. Nach einer Abschiatzung von Schulze (Schulze 1974, 317f.) zur Bindungsenergie von
Natrium erhdlt man mit dieser Vorgehensweise bessere Ergebnisse als bei einer
Beriicksichtigung der elektronischen Wechselwirkungen und der Coulombwechselwirkungen
der Kerne, da gerade beim Festkorper aufgrund der groBen Zahl der Valenzelektronen eine fast
vollstindige Abschirmung der positiven Rumpfladungen gegeben ist. Wiirde man die
CoulombabstoBung der positiven Gitterionen beriicksichtigen, so miifBite fiir das n-te
Valenzelektron als Korrekturterm die Coulombanziehung der Kerne und der n-1
Valenzelektronen aufgenommen werden. Dieser Term ergibt auch schon fiir diese Nédherung
unterschiedliche Werte fiir jedes der n/2 Elektronenpaare. Der Fehler wird insgesamt geringer,
wenn auf die Einbeziehung der Coulombwechselwirkungen in dem Festkorper verzichtet wird,
da die Coulombanziehung der Kerne und Elektronen einen relativ grolen Wert ergibt ebenso
wie die AbstoBung der Kerne untereinander. Die beiden Terme mit unterschiedlichem
Vorzeichen ergeben zusammen nur eine relativ kleine Summe, so dal3 bei relativ geringen
Fehlern in der Abschidtzung der Einzelterme groe Fehler bei der Abschédtzung der
Gesamtenergie resultieren konnen, die unter Umstinden groBer sind als 100 %. FEine
Vernachldssigung der Coulombterme ist deshalb gerade beim Festkorper nicht so sehr
problematisch.

Die elektronische Bindungsenergie bei der Bildung des Festkorpers aus Einzelatomen erhélt
man durch die Differenz der elektronischen Energien des Systems Nal und der groferen
Systeme Na2 und Na4. Am aussagekriftigsten ist die elektronische Bindungsenergie pro Atom
Wpg, da sie unabhingig von der GroBe der Systeme den Vergleich der durchschnittlichen
Energien der Elektronen in besetzten Zustinden des Festkorpers mit dem des Einzelatoms
ermoglicht. Zu ihrer Berechnung bildet man den Durchschnitt der Energieeigenwerte aller
Elektronen eines Sys‘fvems im Grundzustand.

n==—

— 1
W=;f2E
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Die Differenz zur Energie des Elektrons im Grundzustand des Atoms ergibt die
Bindungsenergie pro Atom. Sie betrdgt 0,48 eV/Atom fiir das System Na2 und 0,50 eV/Atom
fiir das SystemNa4.

Verbunden mit dem Enegiegewinn ist eine Zunahme der Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir den
Bereich auflerhalb der Atomriimpfe, die mit dem Auftreten einer chemischen Bindung
zwischen den Atomen assoziiert werden kann. Die Zustinde der unteren Bandhilfte weisen
einen bindenden Charakter auf, was aus den Ergebnissen der Modellierung mit einer Zunahme
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit auBerhalb der Atomriimpfe und einer Absenkung der
Energieeigenwerte erklirt werden kann. Mit der Kenntnis der durchschnittlichen Energien und
der Summe der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Valenzelektronen in den besetzten
Zustinden konnen die Kennzeichen der metallischen Bindung erklart werden. Verbunden mit
dem bindenden Charakter der Elektronen im Grundzustand ist ihre zunehmende
Delokalisierung; durch die hohe Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen den Atomriimpfen
kann keine Elektron einem einzelnen Atom zugeordnet werden..

Die im Grundzustand unbesetzten Zustinde der oberen Bandhidlfte weisen einen
antibindenden Charakter auf, was sich sowohl in der Anhebung der Energieeigenwerte
gegeniiber dem Einzelatom als auch in der Abnahme der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
Bereich auflerhalb der Atomriimpfe zeigt. Auch bei groferen Systemen liegt kein besetzter
Zustand eines Systems mit N Atomen energetisch iiber dem Grundzustand des freien Atoms.
Die energetische Lage des hochsten besetzten Zustandes erreicht unabhingig von der Grdfle
des Systems hochstens den Energieeigenwert des Atoms von 1,71 eV, wihrend die
durchschnittliche Energie W der Valenzelektronen mit zunehmender SystemgroBe sinkt. Der
relative Energiegewinn ist bei der VergroBerung des Systems um ein Atom bei geringer
Atomanzahl am grofiten. Je groBer das System wird, desto stabiler wird es. Allerdings ist der
Gewinn an Stabilitdt bei der VergroBerung kleiner Systeme grofer als bei der weiteren
Vergroferung ausgedehnter Kristalle. Dadurch wird erklirbar, warum sich bei einem Metall
keine stochiometrisch zusammengesetzten Molekiile bilden, sondern das stete Wachstum der

Kristalle thermodynamisch bevorzugt ist.

Vergleich der Ergebnisse mit Modell 1 und Modell 2 mit experimentellen Daten
Bei der Modellierung mit einem einfachen Potentialtopf ohne Beriicksichtigung der
Periodizitit des Potentials (M1) kommt man bei einer hohen Zahl von Atomen zu einer
nahezu gleichformig verteilten Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Mit dem Potentialtopf M2, der
die Periodizitdt beriicksichtigt, erhdlt man eine Ladungsverteilung, die hinsichtlich der
Knotenzahl im EinfluBbereich jedes Kerns groBe Ahnlichkeit mit der des FEinzelatoms
aufweist, jedoch ist die Ladungsdichte zwischen den einzelnen Atomen deutlich erhdht. Je
groBBer das System wird, desto geringer werden die Unterschiede in der Ladungsverteilung

zwischen den einzelnen Atomen.
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Bei der Modellierung mit einem einfachen Potentialtopf M1 wird der Energiegewinn und die
Zunahme der Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen den Atomriimpfen {iberbetont, die

Valenzelektronenverteilung des Festkdrpers hat keine Ahnlichkeit mehr mit der des

Einzelatoms.
M1 M2 Literaturwert
System Na2 2,04 eV/Atom 0,48 eV/Atom
System Na4 2,30 eV/Atom 0,50 eV/Atom 1,113 eV/Atom (fiir
Naoo

Tabelle: ermittelte Bindungsenergien fiir Natriumsysteme verschiedener Gro3e mit den beiden
Potentialtopfmodellen M1 und M2, zum Vergleich der experimentell ermittelte Literaturwert
(Kittel 1989, 79).

Mit beiden eindimensionalen Modellansidtzen wird die Gréenordnung der Bindungsenergie
richtig wiedergegeben, jedoch fillt die Bindungsenergie bei dem Potentialtopf M1 mit
unendlich hohen Wénden um den Faktor 2 zu hoch aus, wihrend sie beim Potentialtopf M2
mit periodischen Potential um den Faktor 2 zu klein ausfdllt. Bei dem Potentialtopf M1 wird
die Delokalisierung der Valenzelektronen in den bindenden Zustinden iiberbetont, da die
Wechselwirkung zwischen den Valenzelektronen und den Gitterionen vernachléssigt wird. Bei
dem Modellansatz M2 wird diese Wechselwirkung durch den Potentialverlauf beriicksichtigt.
Anhand der Ergebnisse von M2 wird deutlich, da sich die Zugehorigkeit der
Valenzelektronen zum Gesamtkristall und eine erhohte Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der
Néhe der Ionen nicht ausschliefen, allerdings wird hierdurch der Energiegewinn bei einer

Vergroflerung des Systems vermindert.

Erkliarung von mechanischen und thermischen Eigenschaften aufgrund der Bindungsenergie
Mit der Bindungsenergie lassen sich Eigenschaften erkldren, die mit der Zerstdrung oder
Storung des Kristalls zusammen héngen. Dabei kann das Kristallgitter komplett zerstort
werden (Schmelzen), punktuell angegriffen werden (Ritzen) oder auch verformt werden

(elastisches Verhalten).

Schmelz- und Verdampfungswirme: Den dichtesten Bezug zur Bindungsenergie haben die
Schmelz- und Verdampfungswérme. Wahrend die Schmelzwirme die Energie kennzeichnet, die
fiir die Phasenidnderung von fest zu fliissig und damit fiir die Zerstérung der kristallinen
Ordnung ndtig ist, kennzeichnet die Verdampfungswirme diejenige Energie, die zum

Aufbrechen der Bindungen zwischen den einzelnen Atomen nétig ist 92. Die Schmelzwirme

62 Auch in der flussigen Phase liegen gebundene Atome vor. Der Atomabstand ist kaum
verringert gegenitber dem Festkorper, die urspriingliche Koordinationszahl bleibt weitgehend
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ist gegeniiber der Verdampfungswirme sehr viel kleiner, da beim Schmelzen aus dem groflen
Kristall lediglich kleine Kristallite gebildet werden, widhrend beim Verdampfen aus den
Kristalliten einzelne Atome gebildet werden. Als Modellvorgang fiir das Schmelzen soll die
Reaktion

Na4 A2 Na2
stehen, bei der aus einem Kristallit zwei kleinere entstehen. Fiir das Verdampfen soll die
Reaktion

Na2 A 2 Nal,

stehen, bei der aus einem kleinen Kristallit einzelne Atome entstehen.

Dieser Unterschied in der GroBenordnung wird durch die Modellierung von Systemen
verschiedener Grofle deutlich (Beispiel: Modellierung von Natrium mit dem periodischen
Potentialtopt M2, Energieeigenwerte von Systemen der Léinge a, 2a, 4a). Der Energieaufwand
zur Halbierung der Linge des eindimensionalen Kristalls der Linge 4a ist mit 0,02 eV/Atom
erheblich geringer als der Aufwand von 0,48 eV/Atom fiir die Spaltung des Systems der Lénge
2a in einzelne Atome. Nimmt man den ersten ProzeB als Modellvorgang fiir das Schmelzen
und den zweiten flir das Verdampfen, so lassen sich sowohl die Groenordnung der Schmelz-

als auch die der Verdampfungswérme schon mit diesem einfachen Modell richtig bestimmen.

Schmelzwirme 2.9 A:39
in kJ/Mol

Verdampfungswéarme | 148 B: 63,5
in kJ/Mol

Tabelle: Vergleich der experimentell ermittelten Schmelz- und Verdampfungswérmen von
Natrium mit der Differenz der durchschnittlichen Energien der Valenzelektronen fiir Systeme
der Lénge 8a und 4a (A) sowie fiir Systeme der Linge 4a und a (B).

Die Unterschiede der Schmelz- und Verdampfungswéirmen der verschiedenen FElemente
konnen aufgrund der unterschiedlichen Bindungsenergien erklért werden.

Die Schmelz- und Verdampfungstemperatur 146t sich mittelbar erklaren, da sie den gleichen
Gang zeigt wie die Schmelz- und Verdampfungswirmen der Elemente. Sie kann nicht
atomistisch erkldrt werden, da der plotzliche Zusammenbruch des Kristallgitters bei einer

bestimmten Temperatur auch noch durch Entropieffekte wesentlich mit bestimmt wird.

erhalten. Beim Schmelzvorgang bleibt die Nahordnung des Kristalls erhalten, wahrend die
Fernordnung gestort wird (Schulze 1974, 116ft.).
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Die Kompressibilitit als Kennzeichen des mechanischen Verhaltens kann wie der
Schmelzpunkt der Metalle mittelbar erklart werden. Die unterschiedliche Kraftkonstante fiir
das elastische Verhalten der Metalle kann aber durch eine Abnahme der Bindungsenergie bei
kleineren Abstinden der Gitterionen erkldrt werden. Die Bindungsenergie verringert sich,
wenn die Energieeigenwerte in dem zusammengedriickten Kristall steigen. Die relative
Zunahme der Energieeigenwerte aufgrund der Verringerung der linearen Ausdehnung macht
sich bei kleineren Atomdurchmessern am stiirksten bemerkbar. Aber auch die Anderung des
Potentialverlaufs bei kleineren Abstinden der Gitterionen trdgt zu einer Erhoéhung der
Energieeigenwerte bei, da das Potential im zwischenatomaren Bereich steigt. Die Anderung der
Energieeigenwerte ist besonders stark bei kleinen Atomdurchmessern , so das hier eine hohere
Energie ndtig ist, um den Abstand der Gitterionen zu verringern. Bei groferen Alkaliatomen
kommt es nur zu geringen Anderungen der Bindungsenergie bei einer Verminderung der

Bindungslinge.

4.2.4.2. Erklarung der Fermienergie und der Austrittsarbeit und von damit verbundenen
Phanomenen

Elektronen konnen bei einer definierten, materialspezifischen Energieaufnahme ein Metall
verlassen. Modelliert man ein Metall mit einem Potentialtopf mit unendlich hohen Winden, so
kann das Auftreten einer Austrittsarbeit nicht erklidrt werden. Die Grenzfliche des
Metallkristallits wird fiir die Elektronen als undurchdringlich angesetzt. Um dieses Phinomen
zu erkléren, ist fiir die Grenzflache ein endlicher Potentialsprung zu beriicksichtigen.

Die Austrittsarbeit WA entspricht der Energiedifferenz zwischen der Energie des hochsten
besetzten Zustand im Festkorper und der Energie des freien Elektrons. Die Austrittsarbeit als
Grenzflachenphdnomen kann erkldrt werden. Ihre Hohe hidngt von der Grofe des
Potentialsprungs an der Grenzfliche und von der energetischen Lage des obersten besetzten
Energieniveaus ab. Mit dem Potentialtopfmodell wird so versténdlich, daB3 die Ablésung von
Elektronen aus dem Metall sowohl durch Energiezufuhr als auch Verdnderungen an der
Metallgrenzfliche bewrikt werden kann. Die verschieden angeregten Emissionen
(Gliihemission, optische Emission und auch die Feldemission) lassen sich einheitlich erkldren
ebenso wie die die Elektronenbeweglichkeit beim elektrischen Kontakt zweier gleicher oder
verschiedener Metalle. Wiahrend die Glithemission und optische Emission nur auf die
Anregung der Elektronen zuriickgefiihrt wird, tritt durch ein elektrisches Feld oder die
Anndherung eines anderen Metalls eine Verdnderung des Potentialverlaufs ein, die bei einer
Absenkung der Potentialschwelle an der Metallgrenzfliche von Leitungselektronen leichter
durchtunnelt werden kann (Schulze 1974, 346 ff.). So kann auch erklart werden, wieso es eine
elektrische Leitfahigkeit bei Steckkontakten gibt.

Der Wert der Austrittsarbeit wird durch die Modellierung viel zu hoch vorhergesagt, wenn die

Wandhohe durch eine einfache Berechnung iiber das Coulombpotential von Punktladungen
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ermittelt wird. Offensichtlich wird der Potentialverlauf durch die starke Delokalisierung der
Valenzelektronen im Festkorper so weit angehoben, dafl die Elektronen mit einer geringen
Austrittsarbeit das Metall verlassen kdnnen.

Unterschiede der Austrittsarbeit bei den verschiedenen Alkalimetallen kénnen analog zu dem
Verhalten von Elektronen in freien Atomen erkldrt werden. Bei Metallen mit niedriger
Ordnungszahl und damit kleinen Atom- und Ionenradien liegt der Schwerpunkt der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem Bereich mit niedrigerem Potential als bei Metallen mit
hoherer Ordnungszahl. Damit die Valenzelektronen den Festkorper verlassen konnen, ist bei
kleinen Atomradien eine wesentlich groere Energie notig als bei groleren Atomen.

Eng verbunden mit der Austrittsarbeit ist die Fermienergie. Die energetische Lage des hdchsten
besetzten Zustandes entspricht der Fermienergie W, sie kann ebenso wie die Austrittsarbeit
aus der Modellierung gewonnen werden. Zur Berechnung der Fermienergie benétigt man
allerdings kein Potentialtopfmodell mit endlich hohen Winden. Die Berechnung erfolgt
iiblicherweise mit dem einfachen Potentialtopf (z.B. Kittel 1989, 162ff.; Ibach, Liith 1990,
88ff.). Die Fermienergie selbst ist keine direkt meBbare Grofe, sie ist eine Rechengrofle, die die
Dichte der Valenzelektronen und ihre Energieverteilung in einen Zusammenhang bringt und
indirekt zusammen mit der temperaturabhéngigen Fermiverteilung der Valenzelektronen auf
Energieniveaus in der Ndhe der Fermigrenze zur Erkldrung von Phénomenen bzw.
materialspezifischen Konstanten benutzt wird.

Insbesondere der elektronische Anteil der spezifischen Warme eines Festkorpers kann durch
die Kenntnis der Fermiverteilung und der Fermienergie erkldrt und berechnet werden 63.
Wesentlich ist, daB3 nur ein geringer Teil der Elektronen nahe der Fermienergie iiberhaupt in der
Lage ist, thermische Energie aufzunehmen. Der groBite Teil auch der Valenzelektronen ist
energetisch zu weit von der Fermigrenze entfernt, um tiberhaupt von der Erwdrmung betroffen
zu sein. Damit wird die iiberraschend geringe spezifische Wéirme von metallischen
Festkorpern erklart.

Das Auftreten von meBbaren Potentialdifferenzen an Phasengrenzflichen kann mit den
Potentialtopfansatz auf die Anderung der Ladungsverteilung zuriickgefiihrt werden. Zwei
verschiedene Metallkristallite (z.B. Lithium und Natrium) wiirden durch zwei Potentialtopfe
unterschiedlicher Tiefe und mit unterschiedlicher Periodizititslinge modelliert. Bei
geniigendem Abstand voneinander sind die Eigenzustidnde beider Metalle bis zum jeweiligen
Ferminiveau mit Elektronen gefiillt. Bei geniigend geringem Abstand verringert sich die
Potentialbarriere, die die beiden Metalle trennt, soweit, dal man von einem gemeinsamen
System sprechen kann. Die tiefsten Eigenzustinde werden zu einer hoheren

Aufenthaltswahrscheinlichkeit innerhalb des edleren Metalls Lithium mit dem tieferen

Potential fithren, wiahrend héhere, unbesetzte Zustinde eine hohere
63 Hierzu sind Kenntnisse aus der statistischen Thermodynamik notig (Boltzmann-
Statistik).
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Aufenthaltswahrscheinlichkeit in dem unedleren Metall Natrium mit dem hoheren Potential
aufweisen. Dieses filihrt zu einer Umverteilung der elektrischen Ladung: Lithium als Metall mit
dem niedrigeren Potential 1adt sich negativ auf, Natrium l4dt sich positiv auf. Diese
Ungleichverteilung der elektrischen Ladung (Entstehung von Raumladungen) innerhalb des
Kristalls bei elektrischem Kontakt fiihrt zu einer Anhebung des Potentials bei dem edleren
Metall und zu einer Absenkung des Potentials bei dem unedleren Metall. Die dabei
auftretende Potentialdifferenz zwischen den beiden Metallen, die genau der Differenz der
Austrittsarbeiten der Metalle entspricht, wird als Kontaktspannung bezeichnet. (Schulze
1974, 350f.)

Der Potentialtopfansatz erkldrt somit direkt das Auftreten von Raumladungen und
Potentialdifferenzen beim Kontakt zweier Leiter, wie man es z.B. fiir die Erkldarung der

Funktionsweise von elektronischen Bauelementen benotigt.
4.2.4.3. Optische Phanomene

4.2.4.4. weitere Phanomene

Erklirung der elektrischen Leitfihigkeit

Die Erkldrung der elektrischen Leitfahigkeit ist mit dem Potentialtopfmodell nur sehr
eingeschriankt moglich, da es sich um einen Modellansatz fiir stationdre Zustdnde handelt und
nicht um ein Modell fiir dynamische Prozesse. Trotzdem soll versucht werden, einige
Aussagen iiber das Verhalten von Elektronen in einem dufleren Feld aus dem Modellansatz zu
gewinnen.

Voraussetzung fiir einen Stromfluf3 als gerichtete Bewegung elektrischer Ladung ist, daf3 die
Ladungen durch energetische Anregung beschleunigt werden kdnnen. Bei einem Metall sind
oberhalb des obersten besetzten Zustandes geniigend freie Zustinde vorhanden, so da3 durch
ein dufleres Feld Elektronen nahe des Ferminiveaus eine Beschleunigung in gleicher Richtung
erfahren. Bei einer sehr hohen Elektronendichte ist die Zahl der verfiigbaren Elketronen in
Zustinden nahe des Ferminiveaus groBer als bei geringeren Elektronendichten, so dal3 diese
Metalle eine hohere Leitfdhigkeit aufweisen sollten als solche mit geringeren
Elektronendichten. Dieses 146t sich auch schon verstehen, ohne das Potentialtopfmodell zu
Hilfe zu nehmen.

Durch ein dufleres Feld wird der periodische Potentialverlauf gekippt, da sich dem Feld der
Gitterionen das dulere Feld tiberlagert (Gerthsen et.al.1977, 598). Als Folge davon kommt es
zu einer Anhdufung von negativer Ladung an dem Ende des Leiters, der das negativere
Potential aufweist. Diese gerichtete Bewegung der elektrischen Ladung kommt zum Stillstand,
wenn durch die Anhdufung der Elektronen ein Gegenfeld aufgebaut wurde, das dem &uferen
Feld entgegenwirkt (Polarisation). Sind oberhalb des hochsten besetzten Energieniveaus noch
freie Energieniveaus vorhanden, die von Elektronen eingenommen werden koénnen, die durch

die Phasengrenzfliche in das Metall eintreten, so kann elektrischer Ladungstransport dann
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stattfinden, wenn gleichzeitig bei niedrigem Potential Elektronen aus energieéirmeren
Zustinden abgezogen werden.

Nach dem Aussachalten des Feldes sollten die Elektronen sich theoretisch unendlich lange
unbeschleunigt weiter bewegen. Die Storung der elektrischen Leitung durch Gittereinfliile 146t
sich durch das Potentialopfmodell mit periodischem Potential verstehen. Jede Stérung der
Periodizitét des Gitterpotentials fithrt zu einer Erhohung der Energieeigenwerte zumindest fiir
die obere Hilfte eines Bandes. Ursache fiir eine solche Stérung kann die thermisch angeregte
Schwingung der Gitterionen um ihre Gleichgewichtslage sein. Die Elektronen in den angeregten
Zustinden werden energiereicher (Gitterenergie wird absorbiert). Kehren die Elektronen
wieder in ihren Grundzustand zuriick, so kann die iiberschiissige Energie an das Gitter
abgegeben werden. Die thermische Anregung und anschlieBende Relaxation ist allerdings im
Gegensatz zur elektrischen Anregung nicht mit einer Vorzugsrichtung fiir die Bewegung der
Elektronen verbunden, so daB3 durch den thermischen Einflufl die gerichtete Bewegung der
Elektronen in eine ungerichtete umgewandelt wird.

Fiir die verschiedenen Metalle ist diese Storung der elektrischen Leitungsvorginge durch das
Gitter vergleichbar, so dal3 Unterschiede in der Leitfdhigkeit der verschiedenen Metalle nicht
auf die Unterschiede des Gittereinflusses zuriickgefiihrt werden kénnen. Zur Erkldrung der
unterschiedlichen spezifischen Leitfahigkeit bei den verschiedenen Metallen ist alleine die
Kenntnis der Ladungstrédgerdichten schon ausreichend.

Vergleich der Alkalimetalle untereinander

In der Reihe der Alkalimetalle nimmt die Bindungsenergie mit steigender Grofle der Atome ab.
Diese Abnahme der Bindungsenergie wird schon bei der Modellierung durch den Potentialtopf
mit unendlich hohen Winden verstindlich, da der relative Energiegewinn bei kleinen Atomen
deutlich hoher ausfillt als bei groBen Atomen ¢4. Allerdings wird dieser Effekt bei der

Modellierung mit einem einfachen Potentialtopf {iberbetont, wie die folgende Tabelle zeigt.

Element Pot 1: WR Pot 2: WR Exp. WB
Lithium 3,44 1,63
Natrium 2,30 0,65 1,113
Kalium 1,54 0,934

Tabelle: Bindungsenergien fiir ein System der Lange von 4a in eV/Atom. Pot 1: Potentialtopf
mit unendlich hohen Wénden und homogenem Potential. Pot 2: Potentialtopf mit
periodischem Potential. Experimentelle Werte nach Kittel 1989, 79.

o4 Die Energieeigenwerte W, sind umgekehrt propotional zum Quadrat der Lange des
Systems.
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Bei der Modellierung durch einen periodischen Potentialtopf wird diese Tendenz durch einen
gegenldufigen Effekt teilweise kompensiert: Die Zunahme der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
in der Bindungsmitte aufgrund der Delokalisation der Valenzelektronen wird durch die relativ
hohen Potentialschwellen bei kleinen Atomen abgeschwidcht. Die Energieeigenwerte der
unteren Bandhilfte riicken aufgrund der relativ starken periodischen Stérung des Potentials
enger zusammen, so dal der Energiegewinn bei einer VergroBerung des Systems verringert

wird.

4.3. Vergleich mit Konzepten zur Festkorperphysik in der didaktischen Literatur
und in Schulbiichern
Physikunterricht

Ende der siebziger Jahre gab es vermehrt Bestrebungen, die Festkorperphysik in der

Sekundarstufe II zu etablieren. os) Es wurden methodische Konzepte und experimentelle
Anordnungen entwickelt.

Aus der Entwicklung und Erprobung einer Unterrichtseinheit "Festkorperphysik" in der
Arbeitsgruppe um PAGNIA ist der Band Festkorperphysik der Reihe Studienbiicher Physik
des Diesterweg Verlags entstanden, der sich speziell an Lehrer wendet. ) Neben einem
umfangreichen Kapitel iiber Kristallphysik beschiftigt es sich hauptsdchlich mit den
elektronischen Eigenschaften der Festkorper. Dargestellt sei hier nur der zweite Abschnitt mit
dem Schwerpunkt auf die Einfithrung und Anwendung eines Béindermodells.

Mit dem Modell des freien Elektronengases wird die Beweglichkeit der Elektronen im
Festkorper erklart. Die Existenz von diskreten Energieniveaus wird mit dem eindimensionalen
Potentialtopf mit unendlich hohen Winden hergeleitet, die Ergebnisse werden dann auf den
dreidimensionalen Fall iibertragen (kubischer Potentialtopf), um Lage und Besetzung der
Ferminiveaus zundchst beim absoluten Nullpunkt und dann bei hoheren Temperaturen zu
erkldren. Es folgen Anwendungen zu diesem Punkt (Kontaktspannung, Austrittsarbeit).

Die Begriindung fiir ein Bdndermodell (nicht die Herleitung) geschieht auf zwei Ebenen: einmal
anschaulich iiber gekoppelte Schwinger und zur quantitativen Beschreibung tliber die Braggsche
Reflexion. Beide Ansdtze stehen relativ unvermittelt nebeneiander. Die anschauliche

Begriindungsebene zieht die mechanische Analogie Einzelschwinger => Atom, Pendelkette =>

65 s. dazu W. KUHN (1979): Vorbemerkungen: Didaktische Prinzipien und methodische Konzepte zur
Darstellung der Festkorperphysik; in PU 2/79 S. 3f.. Kuhn stellt ein Projekt "Elementariserung der
Festkorperphysik" an der Universitit Gieen und die Entwicklung sowie Erprobung einer UE
"Festkorper" an der TH Dartmstadt vor.

66 G. BANG, H. LOCHHAAS, H. PAGNIA (1981): Festkorperphysik, Reihe Studienbiicher Physik,
Diesterweg Verlag, Frankfurt
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Atomverband im Festkorper sowie Kopplungsstirke => Bindungsstirke heran. Der
Bandabstand wird aus der Stirke der Bindungen erklért. Es wird keine Beziehung zum freien
Elektronengas hergestellt.

Fiir die quantitative Beschreibung (S. 85 ff.) wird das Modell des freien Elektronengases
weiterentwickelt und modifiziert. Die Randbedingung hohe Winde entféllt und wird durch
die Randbedingung periodisches Coulombpotential ersetzt. In diesem Potential wird eine
fortschreitende Welle betrachtet und die Bedingungen fiir das Auftreten stehender Wellen
hergeleitet (Bragg-Reflexion). Indem die Energien sowohl fiir stehende als auch fiir laufende
Wellen gegen p aufgetragen werden, erhdlt man die Bandstruktur fiir Elektronenenergien im
Festkorper. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen wird nur fiir die stehenden
Elektronenwellen an den Bandkanten skizziert. Da der Bragg-Ansatz von laufenden Wellen
ausgeht, ist es auch nur fiir diese Fille sinnvoll. Zur Diskussion der elektrischen Leitfdhigkeit
wird die effektive Masse eingefiihrt, die an den Bandkanten unendlich wird.

Die elektrische Leitfdhigkeit bei Metallen in einem dufleren Feld wird durch die Verschiebung
der Fermikugel erkldrt. Das Ohmsche Gesetz kann abgeleitet werden. In den weiteren
umfangreichen Kapiteln wird das Verhalten von Halbleitern und Halbleiterbauelementen mit
dem Béndermodell und der Fermistatistik erklért.

Zusammenfassung: Von den theoretischen Grundlagen her ist der Band eher an der
Kristallographie orientiert. Die Begriindung des Bandermodells iiber die Bragg-Bedingung baut
auf der im Abschnitt Kristalle und Kristallstrukturbestimmung vorgestellten Braggschen
Reflexion auf. Der Potentialtopfansatz wird zur Herleitung von diskreten Energieniveaus, der
Fermienergie und zur Besetzungsstatistik benétigt. Mit ihm wird der Wellenaspekt des
Elektrons und seine Konsequenzen hinsichtlich der erlaubten Zustinde (Analogie zu
stehenden Wellen) eingefiihrt. Fiir die Einfiihrung des Bindermodells selbst wird er nicht
weiterverfolgt. Auch die Einschrinkung auf stehende Wellen wird wieder fallengelassen,
stehende Wellen sind Spezialfille nur fiir die Bandgrenze, die aufgrund der Bragg-Reflexion
auftreten..

In dem Band laufen also fiir das Verhalten von Elektronen in Metallen und zur Begriindung der
Béndertheorie drei Ansdtze nebeneinander: einfacher Potentialtopf, gekoppelte Pendel und
Braggreflexion. Mit jedem Ansatz wird ein bestimmter Phdnomenbereich gedeutet, eine
Verkniipfung findet ansatzweise statt zwischen dem Potentialtopfansatz und der Bragg-
Reflexion, wihrend die gekoppelten Pendel unvermittelt daneben stehen. Eine solche
Vorgehensweise tragt dazu bei, den "Modellzoo" der Atomphysik und Chemie noch zu
vergroBern. Um eine Theorie (Bindertheorie) zu erkldren, werden drei verschiedene Modelle
zuhilfe genommen. Man kann evtl. noch die Braggsche Reflexion in einen Potentialtopfansatz

integrieren, nicht aber die gekoppelten Pendel.

- 176 -



Der zweite Ansatz zur Elementarisierung der Festkorperphysik geht auf die Giellener

Arbeitsgruppe um W. KUHN zuriick. o7) Interessant ist das methodische Konzept (KUHN
1979, 3ff.) und die inhaltliche Umsetzung (KUHN 1976) fiir die Behandlung elektronischer
Festkorpereigenschaften.

In einer ersten Stufe der Elementarisierierung wird die Festkorperphysik in die nach der
Heisenbergschen Unschérferelation komplementéren Darstellungsweisen im Orts- und

Impulsraum getrennt. Fiir die Orts-Raum-Darstellung kennzeichnend ist:

Bei der Beschreibung im Ortsraum, die ihren historischen Ursprung in der Chemie
hat, denkt man sich den Festkérper aus Einzelatomen aufgebaut.

Das methodische Konzept besteht darin, die vielfiltigen Figenschaften der
unterschiedlichen Festkorper aus den speziellen Wechselwirkungen, d.h. aus der Art
seiner chemischen Bindung zu erkldren. (KUHN 1979, 5)

Die Impuls-Raum-Darstellung hat andere Aufgaben:

Tritt der Festkorper in Wechselwirkung, z.B. mit einem Temperaturgradienten, Licht,
elektrischen und magnetischen Feldern, bei denen Impuls und Energie ausgetauscht
werden, dann muf3 man zu der im Sinne der Heisenbergschen Unschdrferelation
komplementdren Darstellung im Impuls- oder sogenannten k-Raum iibergehen.
(KUHN 7979, 8)

Mit der Darstellung im Ortsraum sollen zundchst die Bindungsverhéltnisse (kovalente
Bindung, lonenbindung, Metallbindung) geklirt werden. Grundlegend ist dabei die kovalente
Bindung, die iiber eine VB-Methode als zwischen zwei Atomen lokalisiert angesehen wird.
Hiervon ausgehend wird die lonenbindung (Ungleichverteilung der Elektronendichte innerhalb
einer Bindung) und die metallische Bindung als Sonderfall der kovalenten Bindung mit
delokalisierten  Elektronen eingefiihrt. In der Ortsraum-Darstellung sollen  die
Bindungsverhiltnisse und die Lokalisierung der Elektronen eingefiihrt werden, um bestimmte
Eigenschaften (mech- Eigenschaften, el. Eigenschaften) zu erkléren.

In der Impulsraum-Darstellung soll das Bindermodell eingefiihrt werden. Ausgangspunkt
sollen viele Einzelatome sein, die immer ndher zusammenriicken, bis sie ein Riesenmolekiil
bilden. Es wird ein theoretischer Ansatz gesucht, der erklért, warum bei dieser Anndherung die
Energieniveaus aufspalten und ein Band diskreter Eigenwerte bilden. Fine Losung der
Schrodingergleichung fiir ein periodisches Potential fithrt zum Ergebnis. Aus dem Ergebnis
kann die Bragg-Bedingung abgeleitet werden und zur weiteren Interpretation des Verhaltens
der Elektronen dienen.

Eine Umsetzung des Konzepts wird dem Kapitel "Festkorperphysik" des entsprechenden
Schulbuchs versucht. Zuniachst wird die Struktur fester Korper beschrieben (KUHN 1976,

183f.) und in Analogie zu elektrischen Schwingkreisen das Aufspalten der Energieterme eines

67 Das Konzept wird in W. KUHN (1979) vorgestellt, die Ergebnisse sind in ein Schulbuch eingeflossen:
W. KUHN (1976): Physik, Bd III E Quantenphysik, Westermann Verlag, Braunschweig
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metallischen  Festkorpers zu  Béndern  erkldart. Die  Leitfdhigkeit und  ihre
Temperaturabhingigkeit wird mit einem mechanischen Modell erklirt, das die Bindungsstérke
der Elektronen veranschaulichen soll.

Neben der mehr anschaulichen Erkldrung steht eine an der Quantenmechanik orientierte
Herleitung fiir die Existenz von Energiebdndern. Zunichst wird die Aufspaltung der
Energieterme bei 1, 2, 3 Atomen mittels einer LCAO-Methode gezeigt. Aus den verschiedenen
Linearkombinationen der n AO's ergeben sich n MO's (S. 186).In einem ndchsten Ansatz wird
versucht, die Schrodinger-Gleichung fiir ein periodisches Rechteckpotential (Kroning-Penney-
Potential) analytisch zu 16sen. Das Ergebnis (Energieliicken bei bestimmten Wellenzahlen k)
wird mithilfe der Bragg-Reflexion gedeutet.

Parallel zu dem quantenmechanischen Ansatz fiir die Begriindung der Béndertheorie wird das
klassische Elektronengasmodell zur Erklarung der elektrischen Leitfahigkeit vorgestellt. Es
wird mit einem einfachen Potentialtopfansatz um die Fermi-Beschreibung erweitert (S.190
ff.). Danach wird wieder das Béndermodell aufgegriffen, um schwerpunktméaBig
Halbleitereigenschaften zu erkldren (S. 198 ff.).

Verwirrend ist in der Umsetzung des Konzepts die Vielzahl der verschiedenen Modelle und
Ansidtze zur Beschreibung des Verhaltens von Elektronen in Festkdrpern. Nebeneinander
stehen ein VB- und LCAO-Ansatz, um das Aufspalten der Energieniveaus der Einzelatome zu
erkliren, wobei zur Veranschaulichung ein System gekoppelter Schwinger herangezogen wird.
Parallel dazu wird ein Potentialtopfansatz benutzt, um das Fermi-Gas einzufiihren
(Kastenpotential mit unendlich hohen Wénden) und um das Bandermodell zu begriinden
(Kroning-Penney-Potential). Veranschaulicht wird der Potentialtopf durch ein Modell, das mit
Magneten in Vertiefungen eines Luftkissentischs arbeitet. Erweitert wird es noch um die
Bragg-Reflexion, die bei Elektronen als laufenden Wellen auftritt.

Die verschiedenen Ansdtze werden nicht explizit voneinander getrennt, indem von
verschiedenen moglichen Sichtweisen gesprochen wird. Fiir jedes Teilproblem wird ein anderer
Ansatz herangezogen. Konsistenter wire es gewesen, sich auf eine Linie zu beschrianken und
die Entwicklung eines theoretischen Ansatzes und seine Modifizierung zu diskutieren. Es
konnte der Potentialtopfansatz sein oder ein chemisch orientierter MO-Ansatz sein, ein
standiges Springen zwischen verschiedenen Theorien trégt sicher nicht zur Klarheit bei.

Eine Weiterentwicklung der Umsetzung in Form eines Lehrbuchs findet man in der neuen

Ausgabe des gleichen Schulbuchs aus dem Jahre 1990. )
Wesentlich sind weiterhin die elektrischen Eigenschaften der Festkorper, die
Halbleiterbauelemente nehmen noch einen stirkeren Umfang ein. Fiir Metalle und Halbleiter

werden verschiedene Modelle zur Deutung der elektrischen Eigenschaften herangezogen: Bei

68 WwW. KUHN; Physik Band 2, 12/13, Westermann-Verlag, 1990. Hierin sind besonders die Kapitel 23
"Halbleiterphysik- Elektronik" und 34 "Elektronen in Kraftfeldern" von Interesse.
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Metallen werden die Valenzelektronen als vollstindig delokalisiert und frei beweglich
innerhalb des Metalls angenommen (S.231 f.). Bei Halbleitern wurde die Veranschaulichung
der in Elektronenpaarbindungen lokalisierten Elektronen, die erst durch Energiezufuhr zu
freien Elektronen (verbunden mit der Bildung von Lochern) werden, verstarkt ausgebaut (S.
298 1.).

Mit dem Béndermodell wird sehr viel gearbeitet, um die Eigenschaften von Leitern, Halbleitern
und Isolatoren zu erkldren. Die Begriindung des Bidndermodells geschieht an einem anderen
Ort und zu spiterer Zeit in dem Kapitel "Elektronen in Kraftfeldern". Vorher wird die
stationdre Schrodingergleichung fiir ein ein- und ein dreidimensionales Potential mit unendlich
hohen Winden und ein eindimensionales Potential mit endlich hohen Wénden analytisch
gelost; die Bedeutung des Quadrats der Psi-Funktion und der Energieeigenwerte wird
diskutiert. Der Tunneleffekt wund seine Bedeutung wird am Beispiel des
Tunnelelektronenmikroskops vorgestellt.

Zur Erkldrung des Béndermodells verzichtet KUHN jetzt vollstindig auf chemisch orientierte
LCAO-oder VB-Ansitze und die Veranschaulichung durch gekoppelte Pendel. Er beschrinkt
sich auf die Modellierung des Festkorpers durch eine periodische Folge von Potentialtopfen.
Eine analytische Losung wird nicht mehr versucht, sondern die Losung des Problems mithilfe
der Bragg-Bedingung fiir Elektronenwellen in einem periodischen Potential (S. 438f.).

Die laufende Welle hat eine bestimmte Geschwindigkeit und wird bei ihrer Ausbreitung an den
Potentialstorungen (Gitterionen) gestreut. Bei bestimmten Wellenldngen ergibt sich eine
konstruktive Interferenz, so daB3 sich stehende Wellen ausbilden. Diese Streuung wird mit dem
Formalismus der Bragg-Reflexion analysiert. Aus den zwei Moglichkeiten der konstruktiven
Interferenz - Cosinus- und Sinuswelle, die mit unterschiedlichen Energien verbunden sind -

wird die Existenz der Bandliicke hergeleitet.

Fiir den Unterricht halte ich eine Erkldrung der Bandliicken iiber laufende Elektronenwellen fiir
bedenklich, da sie von einem Vorverstindnis gestiitzt wird, dafl die Elektronen auf definierten
Bahnen sieht. Auf der Basis eines solchen Vorverstindnisses konnte man die Elektronen als
Teilchen im Kristall hin- und herflitzen sehen, sie wiirden an den Gitterionen beschleunigt,
dann wieder abgebremst usw.. Die Geschwindigkeit konnte man sich sinus- oder
cosinusformig verlaufend vorstellen. Der Wellenaspekt konnte auch durch verschmierte
Bahnen beriicksichtigt werden.

Eine laufende Welle ist automatisch mit einer zeitabhingigen Beschreibung verbunden, alle
anderen Beispiele in dem Band beschrinken sich auf stationdre Zustdnde. Sinnvoll ist eine
zeitabhingige  Beschreibung dann, wenn zeitabhingige Phdnomene, wie der
Leitungsmechanismus im Festkorper, erkldrt werden sollen. Das geschieht jedoch nicht: es

werden Aussagen zur Bandstruktur gemacht, nicht zum Transport der elektrischen Ladung im

- 179 -



Leitungsband. Es bleibt zu fragen, ob nicht ein anderer Ansatz, der auf der zeitunabhéngigen

Schrdodingergleichung beruht, zum gleichen Ergebnis fiihrt.
Weti verbreitet in der GyO ist auch das Lehrbuch von Dorn und Bader. 60) Die Grundlagen

der Festkorperphysik nehmen nur einen sehr schmalen Raum ein, wihrend z.B. die
Charakteristika und Anwendungen der Halbleiterbauelemente ausfiihrlich dargestellt werden.
Ausgehend von der Temperaturabhingigkiet der Hallspannung bei Metallen und Halbleitern
wird das Biandermodell fiir die Halbleiter eingefiihrt. Es wird ohne mechanische Analogien fiir
Silicium oder Germanium aus dem (von Seiten der Chemie als bekannt vorausgesetztem)
Energieniveauschema des Atoms abgeleitet, indem bei einem Kristall die Verbreiterung der
scharfen Energieniveaus zu Béndern postuliert wird (ohne Begriindung). Die Elektronen im
Leitungsband werden als Elektronengas bezeichnet, das wie im Metall fiir die elektrische
Leitfédhigkeit verantwortlich ist. Die Elektronen im Valenzband sind zwischen zwei Atomen
lokalisiert (Elektronenpaarbindung).

Im Rahmen der Atomphysik wurde der Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden iiber die
Analogie zu stehenden Wellen behandelt. GroBen Wert legen Dorn & Bader auf die
Erlduterung der stationdren Zustdnde, sie sprechen die Vorstellung des hin- und
herschwingenden Elektrons explizit an und weisen sie zuriick. Der Potentialtopf oder ein
anderes Modell zur Herleitung der Bandstruktur wird nicht vorgestellt.

Im Kapitel "Quantenphysik der Materie" wird kurz die metallische Bindung in Abgrenzung
zur Atombindung behandelt. Metallelektronen sind in dieser Darstellung Elektronen, die nicht
an einer Atombindung teilnehmen und sich deshalb vom Atom l6sen kdnnen. Sie verlieren
dabei Energie, die Lokalisationsenergie sinkt, da sie mehr Platz zur Verfligung haben.

In dem Band wird die Entstehung der Energiebdnder zwar nicht iiber ein Modell erklért, die
Theorie der Bénder wird aber sauber benutzt ohne irgendwelche mechanischen Analogien. Eine

Beziehung der Halbleiterphysik zur Quantenmechanik wird nicht hergestellt.

Chemieunterricht

In neueren Chemiebiicher zum Einsatz in der S II nimmt die Struktur der Stoffe und die

Ableitung der Figenschaften aus der Struktur einen breiten Raum ein. 7) Struktur und
Eigenschaften der Festkorper wiirden sich hier einordnen lassen.

In beiden Biichern gibt es einen Abschnitt, der sich mit dem Aufbau der Stoffe befaB3t, hier
sind vor allem der Atombau und Modelle zu verschiedenen Arten der chemischen Bindung

angesiedelt. Daneben werden andere Wechselwirkungen angesprochen, die nicht als chemische

69 DORN-BADER, Physik - Oberstufe, Gesamtband 12/13; Schroedel, Hannover 1986
70 Als Beispiel sollen sthen: W. AMANN et.al., Elemente Chemie II, Unterrichtswerk fur die Sekundarstufe

II, Klett Verlag,Stuttgart 1989 sowie: JAECKEL et. al., Chemie heute - Sekundarbereich II, Schroedel
Verlag, Hannover 1988
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Bindungen im engeren Sinne aufgefallt werden, hierzu zihlen z.B. zwischenmolekulare
Wechselwirkungen wie die van-der-Waals-Krifte oder Wasserstoffbriicken. Es wird im
Unterschied zu den Physikbiichern immer eine enge Beziehung zwischen Struktur und
Eigenschaft hergestellt. Insbesondere die Schmelz- und Siedepunkte sowie mechanische
Eigenschaften bei verschiedenen Verbindungsklassen werden durch die Struktur der
Verbindungen begriindet.

Die elektronischen Eigenschaften spielen bei den Metallen und Halbleitern eine Rolle. In
beiden Binden werden das Elektronengasmodell fiir Modelle und als Verfeinerung das
Energiebindermodell vorgestellt, wobei die Binder aus der Uberlagerung der vielen
gleichberechtigten Atomorbitale zu ebenso vielen Molekiilorbitalen mit anndhernd gleichen
Energien erklidrt werden. In der Deutung unterscheiden sich die beiden Darstellungen: In
"Chemie heute" ist das Béndermodell ein spezielles Modell fiir Halbleiter, im Valenzband
werden die Elektronen als lokalisiert gesehen, im Leitungsband als beweglich. In "Elemente"
gilt das Béandermodell sowohl fiir Leiter, Halbleiter und Nichtleiter, es nimmt sowohl im
Valenz- als auch im Leitungsband die Elektronen grundsitzlich als delokalisiert und dem
gesamten Atomverband zugehorig an. Unterschieden davon wird die Beweglichkeit in eine
Vorzugsrichtung, die ohne Verletzung des Pauliprinzips nur bei nicht voll besetzten Bindern
auftritt.

In beiden Binden werden nur reine und keine dotierten Halbleiter behandelt.

Vergleich zwischen Chemie- und Physiklehrwerken:

Obwohl Festkorper (insbesondere Metalle und Halbleiter) nur eine Randexistenz in den
Schulbiicher fristen, ist eine klare Aufgabenteilung zu erkennen: Die Physik ist nur fiir die
elektrischen und evtl. die optischen Eigenschaften zustéindig, die Chemie fiir die thermischen
und mechanischen Eigenschaften. In der Physik zdhlen Metalle und schwerpunktméBig
Halbleiter zur Elektrizitétslehre, evtl. werden die Halbleiter noch einmal bei der Atomphysik
aufgegriffen. Im Chemieunterricht werden schwerpunktméfig Metalle und daneben
Halbmetalle dem Kapitel Aufbau der Materie zugeordnet, sie bilden den AbschluBl dieses
Lehrbuchabschnitts, nachdem zwischenmolekulare Krifte behandelt wurden.

In den Schulbiichern hat die hochgeordnete Struktur der kristallinen Festkorper und ihre
Bedeutung fiir die Eigenschaften nicht den Stellenwert, der ihr zukommt. Ein eventuell
vorhandener Abschnitt Kristallographie bleibt relativ unverbunden mit den elektronischen
Eigenschaften der Festkorper. Die verschiedenen Moglichkeiten zur theoretischen Begriindung
eines Béndermodells beruhen alle auf dieser groen Ordnung, die durch das Bloch-Theorem in
die Quantenphysik einflief3t.

Vielleicht kann man diese Schwiche als Ursache fiir die Schwierigkeit mit dem Bandermodell
in beiden Fachern auffassen. Probleme mit dem Bidndermodell sind: Wie fiihrt man es ein? Ist

es ein Spezialmodell nur fiir Halbleiter oder fiir Halbleiter und Metalle oder fiir alle
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Festkorper? Wihrend der Chemieunterricht das Béndermodell kaum als Grundlage fiir die
Erkldrung von Eigenschaften bendtigt, ist im Physikunterricht die Halbleiterphysik ohne ein
Béndermodell kaum denkbar.

4.3.3. Uberlegungen zur Festkorperphysik als Teil der Quantenphysik im
Unterricht

Soll der Systemcharakter des Festkorpers deutlich werden, so mufB3 die Struktur des
Festkorpers in den Vordergrund gestellt werden. Ein theoretischer Ansatz sollte sie betonen.
Quantenphysikalisch wird diese Forderung durch das Bloch-Theorem beriicksichtigt. Die
verschiedenen theoretischen Ansédtze zur Losung der stationdren Schrodingergleichung
beriicksichtigen es alle. Mdchte man allerdings ein einheitliches Unterrichtskonzept fiir die
gesamte Quantenphysik durchhalten und die Abhingigkeit der Eigenschaften von der
Systemgrofle zeigen, so schrinken sich die Moglichkeiten ein.

Eine Sonderstellung nimmt der Ansatz iiber die Bragg-Reflexion ein, der iiber laufende Wellen
argumentiert und speziell an den Zustinden an der Bandkante interessiert ist. Er hat seine
Wurzeln eher in der Kristallographie und wiére in einem kristallographisch orientierten
Unterrichtsgang eventuell sinnvoll. Es ist ein relativ anschaulicher Ansatz, der iiber laufende
Wellen argumentiert und deshalb von dem Schiilervorverstindnis tiiber hin- und
herschwingende Elektronen bzw. Elektronen, die auf einer Welle reiten, getragen werden
konnte. Es wird oft nicht unterschieden zwischen einer Wellenfunktion, die die Ableitung
einer Aufenthaltswahrscheinlichkeit gestattet und der wellenformigen Bewegung des
Elektrons. In anderen Zusammenhéngen der Quantenphysik - z.B. beim Atom oder bei
einfachen Molekiilen - sollen im Unterricht stationidre Zustinde untersucht werden, wo eine
Analogie zu laufenden Wellen oder schwingenden Elektronen stérend wére.

Da die Festkorperphysik in die Quantenphysik eingeordnet werden soll und die Bragg-
Reflexion ein Schiilervorverstindnis stiitzt, das in anderen Gebieten der Quantenphysik
storend wire, ist sie in diesem Zusammenhang kein sinnvoller theoretischer Ansatz. Hinzu
kommt, daf fiir die Beschreibung von Molekiilen verschiedener Grofe und fiir
Ionenverbindungen kein entsprechender Ansatz existiert.

Die verschiedenen Ansdtze zur Losung der Schrodingergleichung fiir Festkorper sind
quantenphysikalisch orientiert und haben jeweils ein entsprechendes Pendant fiir die
Behandlung von Molekiilen. Fiir Schiiler ist nicht ersichtlich, daf3 es sich bei den verschiedenen
Methoden nur um verschiedene Varianten von Néherungsverfahren handelt, die
Losungsfunktionen auf verschiedenen Weisen konstruieren. Im Sinne einer einheitlichen
Theorie- und Modellbildung sollte ja fiir Molekiile und Festkorper ein einheitlicher Ansatz
benutzt werden. Die Losung der stationdren Schrodingergleichung ist dabei fiir das
physikalische Verstindnis der Schiiler nicht so wesentlich wie die Modellierung und nachher

die Interpretation der Ergebnisse.
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,,Der flir ein Verstindnis der Festkorpereigenschaften entscheidende Schritt liegt dabei nicht in
der Auswahl des Losungsverfahrens fiir die Schrodingergleichung, sondern in der Modellierung
der Festkorper. Alle Nédherungsverfahren liefern vergleichbare Ergebnisse und lassen damit
vergleichbare Interpretationen innerhalb des Béndermodells zu. Die Niherungsverfahren
unterscheiden sich wesentlich in der Modellierung des Festkorpers: Man kann ihn als
periodisches Potential auffassen, in dem sich die Valenzelektronen aufhalten oder als ein
System von Atomen, die wechselwirken. In ,einem periodischen Potential werden die
Elektronen innerhalb des ganzen Festkorpers verteilt nach der Aufenthaltswahrscheinlichkeit,
die man aus den Losungsfunktionen der Schrodingergleichung erhilt. Wird der Festkorper als
ein System von wechselwirkenden Atomen begriffen, ist jedes Elektron im Prinzip einem
Atom zugeordnet, kann aber nach bestimmten Regeln zu anderen Atomen tunneln.

Ein Unterrichtskonzept, das das Verhalten von Quanten in verschiedenen Systemen in den
Vordergrund stellt, legt einen Ansatz iiber Molekiilorbitale innerhalb des gesamtzen
Festkorpers nahe. Das Verhalten des Elektrons (als Quant) unter bestimmten Bedingungen
kann untersucht werden. Die Modellierung des Festkorpers ist bei allen MO-Verfahren im
Prinzip gleich: Durch die Atomriimpfe wird ein streng periodisches Potential vorgegeben, in
dem die N Flektronen N/2 verschiedene Zustinde mit verschiedenen Energien und
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten besetzen. Die Einschrankungen in der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit und den Energien ergeben sich aus den Eigenfunktionen zur
Losung der Schrodingergleichung.

Eine Moglichkeit zur Gewinnung von Ldsungsfunktionen besteht in der Bildung der MO's
durch eine Linearkombinationen von Grundfunktionen. Die LCAO-Methode, die bei
zweiatomigen Molekiilen noch relativ anschaulich ist, kombiniert AO-Funktionen der
ungestorten Atome. Die Bildung der MO's {iiber Winkelfunktionen ist eine alternative
Methode. Fiir das Verstindnis von solchen Methoden ist unerliBlich, daB die Uberlagerung
von periodischen Funktionen verstanden worden ist. Das bezieht sich nicht nur auf die
Konsequenzen fiir die Amplitude der resultierenden Funktion, sondern auch auf die
Konsequenzen fiir die Energie, die gerade bei den Festkdrpern von Bedeutung ist. Bei
zweiatomigen Molekiilen kann die symmetrische Aufspaltung der Energie noch iiber die
Interpretation der Wellenfunktion veranschaulicht werden (Knotenzahl). Bei einer groflen
Anzahl von Atomen werden allerdings die Regeln, nach denen die AO's kombiniert werden, so
undurchsichtig, daB sie Schiilern nicht mehr zugemutet werden konnen. Das gilt noch
verstiarkt, wenn man als Basis Winkelfunktionen benutzt.

In der Literatur (z.B. Kittel) ist der einfache Potentialtopf mit homogenem Potential und
unendlich hohen Wiénden meist der Ausgangspunkt fiir eine Behandlung der Metalle. Eine
Modkifikation stellt das Kroning-Penney-Potential (periodisches Rechteckpotential) dar, fiir
das sich die Schrodingergleichung analytisch 16sen 14B8t. Schon bei der Behandlung der
Molekiile (s.Abschnitt ) hat sich die Leistungsfahigkeit eines solchen Ansatzes zur Erkldrung
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wesentlicher Gesichtspunkte der chemischen Bindung gezeigt. Leicht handhabbar wird das
Rechteckpotential durch die Moglichkeit, Eigenfunktionen fiir dieses Potential mit einer
Computerimulation zu finden. Es ist nicht n6tig, analytisch Losungsfunktionen zu suchen.

In der Literatur auf Hochschulniveau findet man im allgemeinen nicht diesen Weg, obwohl er
vorgezeichnet ist. Das Ziel ist dort ein anderes: Die Studenten sollen Wege zur Gewinnung
von Losungsfunktionen kennenlernen - der Weg ist das Ziel. In dem hier vorgeschlagenen
Konzept fiir Festkorperphysik in der Schule ist der Schwerpunkt ein anderer: wesentlich ist
eine Begriindung spezieller Festkorpereigenschaften tiiber die Quantenphysik. Die
Quantenphysik soll sich bei der Behandlung eines groferen Systems bewédhren und dessen
spezielle FEigenschaften erkliren. Die Gewinnung von Losungsfunktionen fiir die
Schrodingergleichung  ist  sekunddr. Wenn man mit dem  vorgeschlagenen

computerunterstiitzten Weg angemessene Losungen der Schrédingergleichung findet, die das

Bloch-Theorem beriicksichtigen, so liegt eine Alternative vor. 7) Man kann MO-Funktionen
fiir ein periodisches Potential ohne groBeren Formalismus (Fourieranalyse, Ldsen von
komplizierteren Differentialgleichungen) und ohne Kenntnis der Atomorbitalfunktionen
finden. Der Schwerpunkt kann auf die Modellierung und die Interpretation der Ergebnisse
gelegt werden.

Relativ nahe am Schiilervorverstdndnis der individuellen Atome als Bestandteil eines
Festkorpers liegt der Ansatz von Feynman. Individuelle Atome als Ausgangspunkt fiihren zu
genau dem gleichen Ergebnis in der Energie und Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen
wie ein MO-Ansatz, wenn man das System lange genug sich selbst iiberld3t. Spezielle
Festkorpereigenschaften werden durch  Austauschwechselwirkungen zwischen den
verschiedenen Atomen erklirt.

Zum Verstdndnis eines solchen Ansatzes sind allerdings andere Voraussetzungen nétig als bei
einem MO-Ansatz. Es muBl ein gesichertes, quantenmechanisches Konzept zu den
Einzelatomen existieren, zusdtzlich mufl der Tunneleffekt vertraut sein.

Will man das Quantenkonzept ausbauen und auch die Ubergiinge zu makroskopischen
Systemen mit einbeziehen (Quantenelektronik - Halbleiterbauelemente), so ist ein Ansatz
erweiterungsfahiger, der das Gesamtsystem Festkorper in den Vordergrund stellt und nicht

aus den Teilsystemen Einzelatom den Festkorper aufbaut.

71 in Abschnitt ... wird dies untersucht.
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